Estudio de los efectos de un perfil no invulto en una bomba de engranajes externos utilizando un nuevo módulo de GEROLAB by García Matos, Jon
Estudio de los efectos de un perfil no invulto en una
bomba de engranajes externos utilizando un nuevo
mo´dulo de GEROLAB
Proyecto de fin de carrera de la Universitat Polite`cnica de Catalunya
para el tı´tulo de Ingeniero Aerona´utico por la
Escola Te`cnica Superior d’Enginyeries Industrial i Aerona`utica de Terrassa
Jon Garcı´a Matos
Director
Pedro Javier Gamez Montero
Co-director
Roberto Castilla Lo´pez
15 de enero de 2015

Agradecimientos
Me gustarı´a expresar mi agradecimiento al director de este proyecto, Pedro-Javier
Gamez Montero, por el apoyo mostrado durante la elaboracio´n de este proyecto,
su constante intere´s e implicacio´n para que el proyecto avanzara, y la inestimable
ayuda y consejos ofrecidos en todos los aspectos del trabajo.
Por otra parte, me gustarı´a agradecer tambie´n la colaboracio´n del co-director del
proyecto, Roberto Castilla Lo´pez, por los consejos y aportaciones en el trabajo.
Finalmente, me gustarı´a dar especialmente las gracias a mi familia y amigos, por
su constante apoyo durante todo el proyecto, la paciencia y el a´nimo brindado para





1.1. Objetivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2. Justificacio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3. Alcance del proyecto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.4. Requerimientos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.5. Estado del arte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2. Teorı´a ba´sica de engranajes cilı´ndricos rectos 10
2.1. Introduccio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.1.1. Nomenclatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.1.2. Condicio´n de engrane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.1.3. Para´metros ba´sicos de un engranaje . . . . . . . . . . . . . . 13
2.1.4. Cremallera de Envolvente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.2. Engranaje . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2.1. Para´metros ba´sicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2.2. Ruedas a Cero . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.2.3. Ruedas con desplazamiento o en V . . . . . . . . . . . . . . 18
2.2.4. Interferencia y penetracio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2.5. Dimensiones de una rueda dentada a cero o en V . . . . . . 24
2.2.6. Coeficiente de engrane o grado de recubrimiento . . . . . . . 26
3. Engranaje evolvente trabajando como bomba 34
3.1. Introduccio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.2. Ma´quinas volume´tricas de desplazamiento positivo . . . . . . . . . . 35
3.2.1. Ma´quinas volume´tricas de engranajes externos . . . . . . . . 35
3.2.2. Desplazamiento volume´trico de un par de dientes evolventes 36
3.2.3. Caudal instanta´neo de un par de dientes evolventes . . . . . 38
3.2.4. Caudal medio de una bomba de engranajes . . . . . . . . . . 40
3.2.5. Coeficiente de irregularidad del caudal . . . . . . . . . . . . . 40
3.2.6. Estudio de una bomba de engranajes con ruedas dentadas
iguales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.2.7. Ana´lisis del caudal en engranajes con desplazamiento . . . . 43
3.2.8. Engrane de dos pares de dientes . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4. Disen˜o de un perfil no evolvente 47
4.1. Introduccio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.2. Estudio de los perfiles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.2.1. Perfil trocoidal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
IV
4.2.2. Perfil evolvente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4.3. Disen˜o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.3.1. Ana´lisis de los para´metros del perfil trocoidal . . . . . . . . . 54
5. Conclusiones 67
6. Trabajo futuro 69
7. Pliego de condiciones 70
7.1. Introduccio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
7.2. Licencia Matlab . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
7.2.1. Requisitos previos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
7.3. Licencia AutoCAD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
7.3.1. Requisitos previos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71







2.1. Mecanismos de transmisio´n. [1] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.2. Nomenclatura de un engranaje. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.3. Rodadura entre circunferencias primitivas. [1] . . . . . . . . . . . . . 13
2.4. A´ngulo de presio´n de la involuta.[2] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.5. Generacio´n de la cremallera.[1] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.6. Cremallera de la evolvente junto con su perfil solidario. . . . . . . . . 15
2.7. Situaciones de la cremallera. [3] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.8. Dientes obtenidos con diferentes desplazamientos de herramienta.[3] 20
2.9. Perfil del diente y zonas de contacto.[1] . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.10.Situacio´n de interferencia y penetracio´n.[1] . . . . . . . . . . . . . . 22
2.11.Representacio´n del ma´ximo radio de cabeza de la rueda 1.[1] . . . . 22
2.12.Altura ma´xima para la cremallera.[1] . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.13.Para´metros ba´sicos del diente y evolvente.[4] . . . . . . . . . . . . . 25
2.14.Ca´clulo de la distancia cordal.[3] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.15.Zona de accio´n de dientes conjugados.[3] . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.16.Ca´lculo del coeficiente de engrane. [3] . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.17.Ca´lculo de la distancia de un engranaje en V con ruedas en V sin
juego tangencial.[5] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.1. Esquema de funcionamiento de una ma´quina volume´trica de engra-
najes externos.[6] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.2. Resumen de fuerzas y distancias sobre una rueda dentada. . . . . . 37
3.3. Nomenclatura utilizada para definir la geometrı´a. . . . . . . . . . . . 38
3.4. Detalle de la lı´nea de contacto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.5. Variacio´n del coeficiente de irregularidad del caudal.[5] . . . . . . . 41
3.6. Situaciones si ε > 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
VI
3.7. Desplazamiento del volumen encerrado.[5] . . . . . . . . . . . . . . 45
4.1. Generacio´n de una curva trocoide. [7] . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.2. Perfil trocoidal obtenido para diferentes valores de S. . . . . . . . . . 49
4.3. Obtencnio´n de una curva evolvente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.4. Perfiles estudiados por la Universidad de Hiroshima. [8] . . . . . . . 51
4.5. Funcionamiento de una bomba de engranajes externos.[8] . . . . . 52
4.7. Dibujo esquema´tico del esquema convencional de ca´lculo del volu-
men desplazado.[8] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.6. Diente no evolvente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.8. Ca´lculo del para´metro u. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.9. Ca´lculo del a´ngulo ma´ximo asumible por ξ. . . . . . . . . . . . . . . 55
4.10.Curvas obtenidas para diferentes valores de u. . . . . . . . . . . . . 56
4.11.Geometrı´a del problema. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.12.Curvas obtenidas para diferentes valores de r0. . . . . . . . . . . . . 59
4.13.Curvas obtenidas al modificar el para´metro h0. . . . . . . . . . . . . 60
4.14.Curvas obtenidas para diferentes valores de c. . . . . . . . . . . . . 60
4.15.Diente obtenido imponiendo los valores arbitrariamente. . . . . . . . 61
4.16.Esquema para el ca´lculo del volumen interdental.[8] . . . . . . . . . 62
4.17.Volumen estancado entre un par de dientes.[8] . . . . . . . . . . . . 63
4.18.Diente obtenido mediante el programa de Matlab. . . . . . . . . . . 63
4.19.Efecto de la modificacio´n del coeficiente de desplazamiento en el
volumen desplazado por una bomba de engranajes. . . . . . . . . . 65
4.20.Engranaje obtenido mediante AutoCAD a partir del diente disen˜ado.
Elaboracio´n propia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66




α A´ngulo de presio´n o empuje de la cremallera
αL A´ngulo lı´mite de apuntamiento
ac Altura de cabeza
ad Altura del diente
ap Altura de pie
C Circunferencia primitiva
Cb Circunferencia base
Cc Circunferencia de cabeza
Cd Circunferencia directora, idem circunferencia base
Cp Punto de contacto del diente
Cv Capacidad volume´trica
d Dia´metro
∆ Distancia entre centros
e Espesor diente circunferencia primitiva
eb Espesor diente en el radio base
er Espesor diente en un radio gene´rico r
Evα Evolvente del a´ngulo de presio´n
EvαL Evolvente del a´ngulo de apuntamiento
 Coeficiente de engrane
h Hueco diente circunferencia primitiva
h0 Distancia entre la lı´nea media cremallera y r0
har Distancia entre la lı´nea media cremallera y la cabeza




mv Mo´dulo en v
ni Velocidad de rotacio´n en rpm
p Paso en circunferencia primitiva
pb Paso de diente en la circunferencia base
pc Paso de diente en cabeza
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R Radio primitivo
Ra Radio de apuntamiento
Rb Radio base
Rc Radio de cabeza
Rp Radio de pie
r0 Radio del borde de la cabeza de la cremallera
rA Radio de la zona activa
ρ Radio base
ρr Radio del borde de la cabeza de la cremallera doble
u A´ngulo entre la lı´nea central y OO’, ver Figura 4.6(b)
Va Volumen teo´rico desplazado
vA Velocidad constante en una bomba
Xmin Volumen mı´nimo estancado entre un par de dientes
x Coeficiente de desplazamiento




El objetivo principal de este proyecto es el estudio de los efectos provocados por la
incorporacio´n de un perfil no envolvente en el diente de una bomba de engranajes,
partiendo del estudio realizado en la Universidad de Hiroshima por Nagamura et
al.(2004)[8]. Dicho objetivo se puede dividir en varios puntos:
1. Estudio detallado de las ecuaciones aportadas por Nagamura [8] referentes
al disen˜o del perfil trocoidal y el ca´lculo del caudal desplazado por una
bomba de engranajes externos. Comparativa entre los resultados obtenidos
y las ecuaciones teo´ricas obtenidas por Ivantysyn e Ivantysynova [5].
2. Desarrollo de un nuevo mo´dulo de GEROLAB[9] que permita dibujar un
diente formado por una parte envolvente y un pie no-envolvente. Dicho desa-
rrollo, determinado por la capacidad de Scilab de convertir el lenguaje Matlab,
y por afinidad, sera´ llevado a cabo en lenguaje Matlab.
3. Elaboracio´n de una base teo´rica que sirva como referencia para el desa-
rrollo y la continuacio´n de este trabajo, permitiendo al lector entender el con-
tenido de las ecuaciones sin necesidad de referencias externas, asentando
las bases del conocimiento de engranajes, bombas de engranajes externos
y curvas envolventes y trocoidales.
4. Ana´lisis y comparativa del caudal obtenido por los dos me´todos estudiados,
el presentado por Ivantysyn e Ivantysynova [5], menos preciso y fiel al caso,
y el expuesto por Nagamura et al.(2004)[8], ma´s preciso que el primero, in-
corporando la parte del perfil trocoidal en el ca´lculo. Finalmente, un ana´lisis
de los efectos de la modificacio´n del adendo en el volumen desplazado
por una bomba de engranajes externos con el perfil previamente obtenido.
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1.2. Justificacio´n
Las bombas de engranajes externos son elementos muy usados en el mercado
actual, sobretodo en sistemas oleodina´micos, debido principalmente a su resis-
tencia, larga duracio´n y competitividad a nivel de coste. Por ello, la posibilidad
de mejora de las caracterı´sticas de estos engranajes es amplio motivo de estudio.
Entre otros, en la Universidad de Hiroshima, el Departamento de Ingenierı´a de Sis-
temas Meca´nicos ha estudiado los diferentes perfiles envolventes y no envolventes,
y calculando teo´ricamente el caudal desplazado por bombas que usan dichos dien-
tes [8]. Este estudio se centra en el disen˜o y el ca´lculo del rendimiento mediante
un me´todo no analı´tico.
El objetivo de este estudio es recrear el ana´lisis realizado por Nagamura [8], ya que
es la base actual de desarrollo de dientes de bombas de engranajes externos,
sobre el cua´l se esta´n realizando estudios y fundamenta los conocimientos que
esta´n siendo ya aplicados en la actualidad por empresas punteras en este tipo de
bombas como Bosch (Alemania), Kayaba(Japo´n) y Casappa(Italia).
La mejora en la definicio´n de la base del diente, adema´s, permitirı´a conseguir un
dato ma´s certero del caudal desplazado por dichas bombas, ayudando ası´ a desa-
rrollar nuevos dientes, que podrı´an desplazar mayor caudal ajustando los para´me-
tros que definen el diente.
Es por ello que se requiere el estudio las ecuaciones que gobiernan la geometrı´a
que define los dientes, ası´ como los para´metros y conceptos ba´sicos que permitan
mejorarla y adaptar el diente para que trabaje en mejores condiciones, ası´ como
estudiar el volumen de fluido desplazado con ma´s exactitud.
Adema´s de ello, es necesario conocer en profundidad la generacio´n de las curvas
dominantes de la dentadura, esto es, las curvas trocoidales y las envolventes, que
debido a sus caracterı´sticas son adecuadas para su uso en este tipo de engrana-
jes.
Se utilizara´ el programa Matlab para obtener los diferentes perfiles y generar los
que permitan exportar dicho diente a un programa de dibujo que, en este caso, se
trata de AutoCAD, ya que permite dibujar la rueda dentada completa a partir de
un solo diente. Por otro lado, tambie´n se utilizara´ la aplicacio´n Excel, del paquete
Microsoft Office, para comparar los resultados obtenidos utilizando dos me´todos
de generacio´n distintos.
Por otro lado, la inclusio´n de un nuevo mo´dulo de GEROLAB [9], que en este caso
permita el disen˜o de dientes, incluyendo el perfil no envolvente de e´stos, pretende
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facilitar y permitir un disen˜o ma´s ajustado y a medida de los engranajes.
Finalmente, cabe mencionar que la eleccio´n del tema se debe al intere´s suscitado
por el estudio de un tema actual y novedoso, que ha permitido aprender nuevos
conceptos no tratados en la carrera. Por otro lado, la posibilidad de realizar un pro-
yecto de aplicacio´n industrial, que esta´ siendo tratado por las empresas punteras
en el sector resulta un incentivo adicional para su realizacio´n.
El proyecto tambie´n pretende resultar u´til como guı´a para poder llevar a cabo el
disen˜o del diente de una bomba de engranajes internos, facilitando el estudio pos-
terior que se puede llevar a cabo ya que, como se ha mencionado, la posibilidad
de incorporar nuevas curvas tanto a la base como a la cabeza del diente ofrece
infinitas posibilidades de estudio, y servirı´a de base para nuevos proyectos.
1.3. Alcance del proyecto
En este proyecto se pretende analizar el estudio llevado a cabo por K. Nagamura,
K. Ikejo, F.G. Tutulan, T. Toyoshima, y M. Ueda en la University of Hiroshima, en el
Departamento de Ingenierı´a de Sistemas Meca´nicos[8]. Se estudiara´n las ecua-
ciones aportadas por este artı´culo, ası´ como los para´metros dominantes para
poder llevar a cabo el estudio del caudal desplazado por bombas de engranajes
externos.
Inicialmente, y dado que uno de los objetivos del proyecto es asentar una base
teo´rica suficiente para entender las ecuaciones dominantes de este tipo de engra-
najes, se realizara´ un desarrollo teo´rico de los conceptos necesarios para entender
el desarrollo posterior. Se asentara´ una base teo´rica referente al disen˜o general
de engranajes cilı´ndricos rectos y los para´metros ba´sicos de e´stos. Posterior-
mente, se llevara´ esta teorı´a a las bombas de engranajes externos: se partira´ de
las ma´quinas volumetricas de desplazamiento positivo, estudiando en profun-
didad el me´todo de ca´lculo del volumen desplazado por una bomba aportado por
Ivantysyn e Ivantysynova [5], que servira´ para comparar, a posteriori, los resultados
que se obtienen aplicando la teorı´a objeto de ana´lisis.
Una vez introducido el marco teo´rico, se procedera´ al ana´lisis concreto del caso
presentado por Nagamura et al.(2004)[8], se estudiara´n los para´metros relevantes
en las ecuaciones caracterı´sticas de la curva trocoidal y se analizara´ el efecto de
e´stos sobre la curva.
Una vez estudiados todos estos efectos, se procedera´ al disen˜o de un diente. Par-
tiendo del disen˜o fruto del estudio previo se calculara´ el caudal desplazado por la
bomba utilizando dos me´todos diferentes, primero el desarrollado por Ivantysyn
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e Ivantysynova[5] y los resultados presentados por Nagamura et al.(2004)[8], para
posteriormente compararlo con el obtenido a partir del programa desarrollado en
Matlab.
1.4. Requerimientos
Para llevar a cabo este proyecto se ha necesitado un estudio previo, adema´s de
conocimientos de programacio´n. Todo ello se puede resumir en varios apartados:
Conocimiento de una teorı´a ba´sica de engranajes.
Conocimiento de las curvas ba´sicas para dibujar este tipo de engranajes,
esto es, perfiles envolventes y perfiles trocoidales.
Conocimiento del principio de funcionamiento ba´sico de un engranaje tra-
bajando como bomba, esto es, entender los principios de las ma´quinas
volume´tricas de desplazamiento positivo.
Conocimiento del lenguaje de programacio´n Matlab, ya que en este caso
se ha usado en sustitucio´n de Scilab, que hubiera sido igualmente va´lido.
Conocimiento del lenguaje de programacio´n LaTeX para llevar a cabo la
edicio´n del texto.
Conocimientos ba´sicos de meca´nica de fluidos, expuestos en White[10].
Requerimientos de Hardware:
• Es necesario un ordenador, como soporte de todo el software.
• Impresora y material de oficina, como soporte de trabajo.
1.5. Estado del arte
Las bombas de engranajes externos esta´n entre las ma´s antiguas y a la vez utiliza-
das bombas en la industria, con muchas aplicaciones debido a que es un producto
compacto, potente, robusto y competitivo a nivel de coste. Dado que las bom-
bas de engranajes usan un mecanismo muy simple para desplazar el fluido, tienen
un nu´mero de componentes mı´nimo asociados al disen˜o. La simplicidad en el di-
sen˜o, los hace ma´s seguros comparados con otras bombas de desplazamiento
positivo, que usan disen˜os ma´s complejos.
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Pese a la simplicidad en su principio de funcionamiento, el conocimiento funda-
mental del caudal instanta´neo ha sido sujeto de intere´s durante muchos an˜os. La
complejidad del caso se debe a la naturaleza de la geometrı´a de disen˜o, que, ge-
neralmente, ha requerido ana´lisis nume´ricos para resolver las ecuaciones que lo
gobiernan.
Aunque las bombas de engranajes ofrecen un elevado nivel de fiabilidad y un pre-
cio de adquisicio´n bajo, normalmente esta´n acompan˜ados de unas caracterı´sticas
operativas que les confieren altos niveles de ruido. Estos niveles de ruido esta´n li-
gadas a la sustancial pulsacio´n del caudal de la bomba, que induce pulsaciones en
la presio´n y fuerzas oscilantes en el sistema. Dado que se considera que, la causa
que genera ma´s ruido esta´ relacionada con el flujo, se asume que el suministro de
un flujo ma´s suave servirı´a tambie´n para atenuar el sonido que genera.
Es por ello que, dado que dicho ruido se debe eliminar y, adema´s, cada vez se
requieren soluciones de menor taman˜o, el estudio del suministro del caudal por
parte de las bombas de engranajes y los para´metros que intervienen son motivo
actual de estudio.
Hasta ahora, las bombas de engranajes externos se caracterizaban por estar com-
puestas por perfiles evolventes, pero la necesidad de mejorar estos dispositivos y
reducir el taman˜o actual ha derivado en el estudio de nuevos perfiles. Se ha toma-
do como referencia lo expuesto por Montero et al.(2014)[4], a partir del cual se ha
desarrollado la base teo´rica de los engranajes cilı´ndricos.
Actualmente, los estudios se centran en perfiles no evolventes, ya sea de tipo
trocoidal o de tipo cicloidal. Esta´ demostrado que estos perfiles ofrecen mejores
rendimientos que los evolventes, por ello las empresas punteras del sector esta´n
desarrollando este tipo de engranajes.
En cuanto al estudio del caudal, las ecuaciones aportadas por Ivantysynova e
Ivantysyn [5] y Kasaragadda[11] fundamentan una base para el ca´lculo del caudal,
desarrollado tambie´n por Montero et al.(2014)[12] aunque presentan el problema
de no tener en cuenta la base del diente (en estos casos, se considera la base
del diente como una prolongacio´n en lı´nea recta desde la evolvente). Dicho es-
tudio, vendra´ contrapuesto por lo aportado por Nagamura et al.(2004), donde se
propone un me´todo de integracio´n nume´rica del perfil concreto a estudiar, con lo
cual el ca´lculo del volumen desplazado es ma´s preciso y permite un mayor control
del caudal. Tal como se expone en dicho estudio, a partir del ca´lculo propuesto se
obtienen resultados que se asemejan ma´s a los resultados experimentales.
A partir del artı´culo de Nagamura et al.(2004)[8], se han llevado a cabo diversos
estudios que fundamentan sus bases en las ecuaciones aportadas por estos. En-
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tre otros, Devendran [13], analiza la posibilidad de usar dientes asime´tricos en la
generacio´n de un perfil, que muestra el potencial de esta innovadora idea a trave´s
de la comparacio´n con otros perfiles.
Por lo tanto, el estudio de los perfiles no involutos es un tema actualmente en auge,
debido a la capacidad de mejora que tiene y las ventajas que presenta. Dado que
es uno de los objetivos del proyecto, la teorı´a referente al estado del arte actual
de los perfiles no evolventes sera´ detallada en el Capı´tulo 3 Engranaje evolvente
trabajando como bomba y en el Capı´tulo 4 Disen˜o de un perfil no evolvente.
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2. Teorı´a ba´sica de engranajes
cilı´ndricos rectos
2.1. Introduccio´n
El objetivo de los engranajes es transmitir rotaciones entre ejes con una velocidad
angular constante. Aunque tambie´n se puede conseguir dicho objetivo mediante
otros mecanismos (mostrados en Figura 2.1) como ruedas de friccio´n, correas o
mecanismos de barras articuladas, estos tienen limitaciones como, por ejemplo, la
incapacidad para transmitir grandes potencias. En cambio, los engranajes, debido
a su ventaja para transmitir grandes potencias, su sencillez constructiva y su nor-
malizacio´n, son elementos muy utilizados en gran variedad de ma´quinas; en este
caso, las bombas de desplazamiento positivo.
Figura 2.1: Mecanismos de transmisio´n. [1]
1. Conduccio´n mediante correa cruzada de dos poleas sin deslizamiento. 2. Rue-
das de friccio´n (Condicio´n lı´mite de dia´metros ma´ximos: circunferencias polares d1,
d2). 3. Ruedas dentadas en la periferia con circunferencias primitivas d1, d2.
Para conseguir la transmisio´n de movimiento deseada se utilizan las ruedas den-
tadas, que mediante dos ejes en contacto continuo, permiten que el movimiento se
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transmita por empuje de unos dientes sobre otros, de la rueda conductora sobre la
conducida. Para entender el funcionamiento de las ruedas dentadas, hay que defi-
nir la condicio´n de engrane, para lo cual se definira´ antes la nomenclatura ba´sica
de los engranajes.
Figura 2.2: Nomenclatura de un engranaje.
2.1.1. Nomenclatura
La Figura 2.2 muestra dos dientes de un engranaje con la nomenclatura ma´s rele-
vante. La circunferencia primitiva C, que es la que define el movimiento del engra-
naje (este se entiende como una rodadura sobre ella), define adema´s los para´me-
tros ma´s relevantes del engranaje:
z: Nu´mero de dientes
m: Mo´dulo (mm) m = 2Rz
α: A´ngulo de presio´n o empuje de la cremallera
ac: Altura de cabeza (ac = m)
ap: Altura de pie (ap = m+ J)
J : Juego radial (J = j ∗m) con j = 0,1÷ 0,3
ad: Altura del diente (ad = ac + ap = m ∗ (2 + j))
ρ o Rb: Radio base (circunferencia base o directora)
R: Radio primitivo (radio polar el rueda sin holgura)
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Rc: Radio de cabeza
Rp: Radio de pie
Ra: Radio de apuntamiento
αL: A´ngulo lı´mite de apuntamiento
e: Espesor diente circunferencia primitiva
h: Hueco diente circunferencia primitiva
p: Paso en circunferencia primitiva p = 2piRz = pi ∗m
pb: Paso de diente en la circunferencia base
Por otro lado, la circunferencia de cabeza corresponde a aquella en la cual esta´ ins-
crita la rueda dentada, la circunferencia de pie o raı´z es aquella cuyo radio es igual
al de la circunferencia primitiva menos la profundidad del diente y, por u´ltimo, la
circunferencia base es aquella tangente al segmento de engrane y es, adema´s,
aquella que se emplea para generar la involuta que define el perfil del diente.
2.1.2. Condicio´n de engrane
La condicio´n necesaria para que dos engranajes engranen es que tengan el mismo
paso circular. Esta condicio´n se puede escribir como:
p1 = p2 (2.1)
donde p1 y p2 son los pasos circulares de las ruedas 1 y 2. En el caso de un
engranaje con un nu´mero de dientes z y un radio primitivo R, teniendo en cuenta







Dado que el movimiento relativo de dos engranajes es cinema´ticamente equiva-
lente a la rodadura de sus circunferencias primitivas (ver Figura 2.3), igualando la
velocidad del punto de contacto se obtiene:
ω1R1 = ω2R2 (2.3)
Finalmente, la condicio´n de engrane se puede escribir despejando la relacio´n de











Figura 2.3: Rodadura entre circunferencias primitivas. [1]
2.1.3. Para´metros ba´sicos de un engranaje
2.1.3.1. Nu´mero de dientes z
Es el nu´mero total de dientes sucesivos espaciados regularmente sobre la circun-
ferencia primitiva del engranaje.
2.1.3.2. Paso p
El paso primitivo es el arco de circunferencia entre dos perfiles homo´logos conse-





El paso base mide la distancia entre dos perfiles homo´logos consecutivos sobre
una tangente cualquiera de la circunferencia base.
pb = pcos(α)
2.1.3.3. Mo´dulo m
El mo´dulo se define a partir del paso, como el cociente de e´ste por el nu´mero pi.




2.1.3.4. A´ngulo de presio´n α
El a´ngulo de presio´n es el a´ngulo equivalente al a´ngulo entre la direccio´n de la
fuerza de contacto (normal comu´n) y la direccio´n de la velocidad en el so´lido con-
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ducido. Como se puede ver en la Figura 2.4, es el a´ngulo de comprendido entre
una lı´nea perpendicular a la lı´nea de accio´n que pasa por el centro del circulo base
y una lı´nea desde O1 a Q (o desde O2 a Q), y es una dimensio´n del punto en la
involuta en donde esta´ ocurriendo el contacto. Si en la Figura 2.4 se marca como
P el punto de interseccio´nde la lı´nea de accio´n y la lı´nea de centros, la relacio´n de
las velocidades angulares sera´ inversamente proporcional a los segmentos en que
este segmento divide la lı´nea de centros.
Figura 2.4: A´ngulo de presio´n de la involuta.[2]
2.1.4. Cremallera de Envolvente
La cremallera de evolvente se puede considerar como el lı´mite a que tiende una
rueda dentada cuando su dia´metro tiende a infinito conservando el paso y el a´ngulo
de presio´n.
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Figura 2.5: Generacio´n de la cremallera.[1]
Aprovechando la u´ltima propiedad del perfil de evolvente -todos los perfiles de evol-
vente son conjugados a una ruleta constituida por un plano mo´vil, que apoya sobre
una base que es la circunferencia primitiva del engranaje, con un perfil solidario
que es una lı´nea recta-, podemos generar los engranes por medio de una crema-
llera, haciendo que la lı´nea primitiva de e´sta ruede sobre la circunferencia primitiva
del engranaje.
Dicho lo cual, este tipo de perfiles permite usar la cremallera como una herramienta
de talla.
Figura 2.6: Cremallera de la evolvente junto con su perfil solidario.
2.2. Engranaje
2.2.1. Para´metros ba´sicos
Para entender los diferentes casos de estudio en un engranaje, hay que tener en
cuenta los para´metros que definen las diferentes posibilidades de talla y las ruedas
resultantes de dicha eleccio´n.
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Circunferencia primitiva: Se toma como lı´nea de referencia para tallar los
dientes. En las dentaduras normales coincide con la circunferencia polar.
Engrane:
• Lı´nea de engrane: Es el lugar geome´trico de los puntos reales de con-
tacto de dos perfiles conjugados.
• Condicio´n general de engrane: La normal comu´n en los puntos de con-
tacto de dos perfiles conjugados pasa por un punto fijo I.
• Coeficiente de engrane: Es la relacio´n entre el arco de conduccio´n y el
paso en circunferencia base, que se detallara´ ma´s adelante.
Rodadura pura: Condicio´n que se da cuando el punto de contacto P esta´ en
la recta de centros.
Relacio´n de transmisio´n constante: Para que e´sta permanezca constante es
necesario que el centro de rotacio´n sea un punto fijo, es decir, que la normal
a la superficie de los dientes en su punto de contacto, la lı´nea de presio´n,
pase en cualquier posicio´n por un punto fijo de la lı´nea de centros.
A´ngulo de presio´n: Como ya se ha definido anteriormente, es el a´ngulo que
forma la direccio´n en que se transmite la presio´n entre los dientes y la tan-
gente en I a las circunferencias polares.
Penetracio´n de la evolvente: Tambie´n conocida como interferencia en el ta-
llado, permite modificar el diente mediante la accio´n de la herramienta al
penetrar en la evolvente.
2.2.2. Ruedas a Cero
La condicio´n de ruedas a cero se da cuando la lı´nea media de la cremallera es
tangente a la circunferencia primitiva. En funcio´n de la situacio´n de la cremallera
se pueden distinguir tres casos:
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Figura 2.7: Situaciones de la cremallera. [3]
2.2.2.1. Caso 1: Situacio´n 1 y 2 de la cremallera
Si la cremallera se situ´an entre estas posiciones, siempre sera´ exterior a la circun-
ferencia base y, por lo tanto, el perfil total del diente sera´ un arco completo de la





α = 15o → z1 > 59 dientes
α = 20o → z1 > 33 dientes
}
(2.5)





α = 15o → z1 = 59 dientes
α = 20o → z1 = 33 dientes
}
(2.6)
2.2.2.2. Caso 2: Situacio´n 3, 4 y 5 de la cremallera
En este caso, la cremallera sera´ interior a la circunferencia base, y de igual manera





α = 15o → z1 < 59 dientes
α = 20o → z1 < 33 dientes
}
(2.7)
El perfil de la evolvente viene limitado por la circunferencia base y, por lo tanto,
el perfil del diente es un arco de evolvente que empieza en el punto de cabeza y
termina en la circunferencia base, seguido por un perfil complementario, formado
por la curva descrita por la cabeza de la herramienta en su movimiento, pero sin
utilizacio´n alguna en el engrane.
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Dentro de este caso, se pueden estudiar tres nuevos sub-casos:
Caso 2.1: Cremallera situada entre 3 y 4. Como se puede ver en la Figura 2.7,
el u´ltimo contacto de la cremallera con el perfil tallado se realiza antes del punto
de tangencia T1 de la lı´nea de engrane, por lo tanto la herramienta no llega a
sobrepasar dicho punto y el perfil de evolvente resulta perfectamente tallado. Para






α = 15o → z1 > 30 dientes
α = 20o → z1 > 17 dientes
}
(2.8)
Caso 2.2: Cremallera situada entre 4 y 5. De la Figura 2.7 se deduce que el
u´ltimo contacto de la cremallera con el perfil tallado se realiza despue´s del punto
de tangencia T1 de la lı´nea de engrane, es decir, la herramienta rebasa dicho punto
y la evolvente sufre la accio´n de la herramienta al tallar el diente, que penetrando






α = 15o → z1 < 30 dientes
α = 20o → z1 < 17 dientes
}
(2.9)
Caso 2.3: Cremallera situada en 4. Se trata del caso lı´mite entre los dos ante-
riores, donde el contacto de la cremallera con el perfil tallado se produce justo en
el punto de tangencia T1 de la lı´nea de engrane. Se puede deducir fa´cilmente de






α = 15o → zl = 30 dientes
α = 20o → zl = 17 dientes
}
(2.10)
2.2.3. Ruedas con desplazamiento o en V
La condicio´n de ruedas con desplazamiento se da cuando la lı´nea media de la cre-
mallera se desplaza respecto a la circunferencia primitiva una cantidad V = x∆m,
contada radialmente hacia fuera (rueda V +) y hacia dentro (rueda V −). Pueden
darse diferentes casos, que se detallan a continuacio´n.
2.2.3.1. Caso 1. Situacio´n exterior de la cremallera
Si la lı´nea de cabeza de la cremallera es exterior a la circunferencia base, teniendo






2.2.3.2. Caso 2. Situacio´n interior de la cremallera











Dentro de este caso se pueden distinguir tambie´n tres sub-casos, dependiendo del
u´ltimo contacto de la cremallera con el perfil tallado.
Caso 2.1: Situacio´n interior de la cremallera. El u´ltimo contacto de la crema-
llera con el perfil tallado se realiza antes del punto de tangencia T1 de la lı´nea de





Caso 2.2: Situacio´n interior de la cremallera. El u´ltimo contacto de la crema-
llera con el perfil tallado se realiza despue´s del punto de tangencia T1 de la lı´nea
de engrane, es decir, la herramienta rebasa el punto de tangencia y se produce





Caso 2.3: Situacio´n lı´mite de la cremallera. El u´ltimo contacto de la cremallera
con el perfil tallado se realiza justo en el punto de tangencia T1 de la lı´nea de







De todo lo dicho anteriormente, se puede deducir que el coeficiente de desplaza-
miento x1 ma´ximo que se puede dar sin que haya penetracio´n ha de cumplir:
x1 ≥ zl − z1
zl
(2.17)
Figura 2.8: Dientes obtenidos con diferentes desplazamientos de herramienta.[3]
En la Figura 2.8 se puede observar que, al aumentar el valor de x1 los dientes
adquieren una forma ma´s puntiaguda, mientras que la disminucio´n de x1 provoca
que los dientes sean ma´s pequen˜os.
2.2.4. Interferencia y penetracio´n
Cuando el diente de una rueda dentada intenta penetrar en el diente de la rueda
con la engrana, o lo que es lo mismo, cuando dos dientes se tocan en la lı´nea
de engrane y dos inmediatos lo hacen fuera de esta linea, se produce la interfe-
rencia y cuando la interferencia se produce con la herramienta que talla la rueda,
la herramienta elimina todo el material de la rueda que produce la interferencia,
producie´ndose en este caso la penetracio´n del diente.
Dado que este diente ya ha sido tallado previamente por la herramienta, dicha
penetracio´n estropea el diente y da origen a un perfil complementario, que deja de
ser una evolvente del cı´rculo, dejando de ser conjugado del perfil de la otra rueda.
Dado que el contacto entre los perfiles evolventes de ambas ruedas dentadas se
produce siempre sobre la lı´nea de engrane, que es una recta, la zona activa del
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diente de la rueda sera´ el tramo de perfil comprendido entre los puntos A2 y C
mostrados en la Figura 2.9.
Figura 2.9: Perfil del diente y zonas de contacto.[1]





Teniendo en cuenta que:
T1A2 = IT1 − IA2 (2.19)
IT1 = Rb1 ∗ tanα (2.20)
IA2 =
√
R2a2 −R2b2 −Rb2 ∗ tanα (2.21)
Introduciendo las Ecuaciones 2.19, 2.20 y 2.21 en la Ecuacio´n 2.18, se obtiene:
rA =
√





Si la circunferencia de cabeza de una rueda penetrara por debajo de la circunfe-
rencia base de la otra rueda, no habrı´a problemas de interferencia o penetracio´n,
siempre que se cumpliera que el radio mı´nimo de la zona activa fuera mayor que
el radio base, ya que en este caso el contacto se producirı´a siempre entre perfiles
21
de evolvente.
La interferencia o penetracio´n se produce cuando el contacto se intenta producir
por debajo de la circunferencia base. Si aparece dicho problema, como se aprecia
en la Figura 2.10, la trayectoria del punto Cp, perteneciente al diente 1, al ser el
punto I el centro instanta´neo de rotacio´n relativo, intentarı´a penetrar en el diente
2, produciendo ası´ interferencia y, si dicho punto perteneciera a la herramienta,
producirı´a penetracio´n, causando una deformacio´n del diente como se aprecia en
el diente 3.
Figura 2.10: Situacio´n de interferencia y penetracio´n.[1]
Tal variacio´n en la base del diente reducirı´a su resistencia al quedar debilitado su
pie. Adema´s, al producirse un corte en el diente, quedarı´a eliminada una aprte de
la evolvente por encima de la circunferencia base.
Figura 2.11: Representacio´n del ma´ximo radio de cabeza de la rueda 1.[1]
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Como se puede observar en la figura anterior, el radio ma´ximo de cabeza para que
















T1T2 = (Rb1 +Rb2) ∗ tanα = Rb1(1 +
1
µ
) ∗ tanα = Rb1(
z1 + z2
z1
) ∗ tanα (2.25)






)2 ∗ tan2α (2.26)
En el caso de interferencia entre una cremallera y una rueda dentada, se produ-
cira´ si la cabeza de la cremallera sobrepasa el punto de tangencia T2, por lo tanto
la altura ma´xima de cabeza de la cremallera vendra´ dada por hamax, como se ve
en la Figura 2.12.
Figura 2.12: Altura ma´xima para la cremallera.[1]
Dicha altura vendra´ dada por:
hamax = IT2 ∗ senα = Rb2 ∗ tanα ∗ senα (2.27)
Las soluciones adoptadas para evitar la interferencia y la penetracio´n pasan por
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alejar el punto de tangencia T2 o disminuir la altura de cabeza, para ello se usan
los siguientes procedimientos:
Aumentar el a´ngulo de presio´n: dicha modificacio´n tiene el inconveniente de
que obliga a utilizar herramientas no normalizadas, por lo cual raramente se
usa. Por otro lado, disminuye el coeficiente de grane y el espesor del diente
en cabeza, y aumenta la presio´n entre dientes.
Utilizacio´n de dientes ma´s cortos: rebajar las dentaduras, aunque dicha mo-
dificacio´n requiere tambie´n el uso de herramientas especiales (no normaliza-
das).
Modificar el tipo de engranaje: se cambia el engranaje cilı´ndrico recto por uno
cilı´ndrico-helicoidal.
Desplazamiento del perfil de referencia durante la talla (ruedas en V): El
me´todo ma´s utilizado, la principal ventaja es que no requiere emplear he-
rramientas especiales.
2.2.5. Dimensiones de una rueda dentada a cero o en V
Para poder calcular las dimensiones de una rueda dentada, tanto con o sin despla-
zamiento, se parte de los datos de nu´mero de dientes, mo´dulo, a´ngulo de presio´n,
desplazamiento y juego radial.





ρ = Rb = R ∗ cosα (2.29)
δ = x ∗m (2.30)






Rp = R+ δ −m ∗ (1 + j) = m ∗
(z
2






= pi ∗m (2.33)
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Rb = Rcosα = Rccosαc
⇒ pc = p cosαcosαc (2.35)
Las ecuaciones que permiten calcular la evolvente son dos:
Evolvente a´ngulo de presio´n:
Evα = tanα− α (2.36)








Figura 2.13: Para´metros ba´sicos del diente y evolvente.[4]
Todos los para´metros calculados anteriormente permiten calcular el espesor del
diente a un radio gene´rico cualquiera, er, como se puede ver en la figura anterior.
er = 2r [EvαL − Evαr] (2.38)
Adema´s de estos para´metros, tambie´n es necesario calcular la distancia cordal Lk,
que es la distancia tangente-base sobre k dientes de un dentado recto.
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Figura 2.14: Ca´clulo de la distancia cordal.[3]
Se calcula fa´cilmente mediante:
Lk = (k − 1)pb + eb (2.39)








eb = 2ρ [EvαL − Evαρ] = 2RcosαEvαL = mzcosαEvαL (2.41)
Ya que, dada la definicio´n de evolvente, se puede afirmar que Evαρ = 0.
2.2.6. Coeficiente de engrane o grado de recubrimiento
El coeficiente de engrane es un para´metro adimensional que permite evaluar, des-
de un punto de vista teo´rico, la continuidad del movimiento en el engranaje. A la
pra´ctica, nos indica el nu´mero promedio de dientes de una rueda dentada que
esta´n engranando a la vez con los dientes de la rueda con la que esta´ conjugada.
El coeficiente de engrane se define como la relacio´n entre la lı´nea pra´ctica de
engranaje (lı´nea a-b) y el paso transversal medido en la circunferencia base. El
contacto entre dientes empieza y termina en las intersecciones de las dos circun-
ferencias de cabeza con la lı´nea de presio´n, quedando ası´ definidos los puntos a y
b, como se puede ver en la siguiente figura.
26
Figura 2.15: Zona de accio´n de dientes conjugados.[3]
Figura 2.16: Ca´lculo del coeficiente de engrane. [3]
2.2.6.1. Engranaje a cero con ruedas a cero
Si se produce igualdad de mo´dulos, y el nu´mero de dientes de ambas ruedas es
superior al lı´mite, esto es:
z1 ≥ zl; z2 ≥ zl; zl = 2
sin2α
(2.42)
las circunferencias primitivas R1 y R2 coinciden con las circunferencias polares R′1
yR′2 y son tangentes. En este caso, la distancia entre centrosO1O2 es simplemente
la suma de radios:
d ≡ ∆0 = R1 +R2 (2.43)













Y aplicando relaciones trigonome´tricas se obtiene:
ε =
Rb1(tanαc1 − tanα) +Rb2(tanαc1 − tanα)
mpicosα
> 1 (2.45)
2.2.6.2. Engranaje a cero con ruedas en V
En el caso de ruedas de un engranaje a cero con ruedas en V, e´stas han de tallar-
se siempre por el mismo perfil de referencia con coeficientes de desplazamiento
iguales y de signo contrario, eso es x1 = −x2. Si se cumple la condicio´n:
z1 + z2 < 2zl (2.46)
habra´ que tallar, forzosamente, las ruedas en V. Si no se cumpliera tal condicio´n,
se podrı´a elegir entre tallar las ruedas a cero o en V. En cuanto al coeficiente de
desplazamiento se refiere, si la rueda ma´s pequen˜a tiene un nu´mero de dientes
inferior al lı´mite, entonces:
z1 < zl =
2
sin2α
⇒ x1 ≥ zl − z1
zl
> 0 (2.47)
Dado que las circunferencias siguen siendo tangentes y mantienen el a´ngulo de
presio´n, se puede afirmar que las circunferencias primitivas coinciden con las po-
lares (la distancia entre centros no ha variado). De tal manera, la ecuacio´n que se
obtiene es ide´ntica a Ecuacio´n 2.45.








Sustituyendo las ecuaciones 2.28, 2.29, 2.31 y 2.48, se obtiene:
ε =
[z1 + 2(1 + x1)]




2.2.6.3. Engranaje en V con ruedas en V
En el caso de engranajes en V con ruedas en V, las circunferencias primitivas R1,2
no son tangentes, es decir, no coinciden con las circunferencias polaresR′1,2. Dicho
engranaje se utiliza obligatoriamente en los siguientes casos:
(a) Si la distancia de montaje no es igual a la distancia entre centros: ∆ν 6=
∆0(dν 6= d)
(b) Si una de las dos ruedas no cumple el nu´mero lı´mite de dientes: z1 < zl, pero
con la distancia de montaje que corresponda.
(c) Si ambas ruedas tienen un nu´mero de dientes inferior al lı´mite: z1 < zl y
z2 < zl, caso en el que tambie´n se debera´n tallar ambas forzosamente en
V + para evitar interferencia.
(d) Si el nu´mero de dientes de una rueda es inferior al nu´mero lı´mite de dientes
y la suma de dientes de ambas ruedas en inferior al doble del nu´mero lı´mite:
z1 < zl y z1 + z2 < 2zl.
Este mismo caso, pero con la condicio´n z1 + z2 > 2zl, no obligarı´a a
montar el engranaje en V, se podrı´a decidir un engranaje a cero con
ruedas en V.
2.2.6.4. Engranaje en V con ruedas en V sin juego tangencial
Para que no existan juego tangencial, dos ruedas en V se deben montar a una
distancia entre centros ∆ν = R′1+R′2, igual a la suma de los nuevos radios polares.
29
Figura 2.17: Ca´lculo de la distancia de un engranaje en V con ruedas en V sin
juego tangencial.[5]
De la figura anterior se deduce que, siendo los casos (a) y (b) dos ruedas, talladas
con el mismo perfil de referencia, pero con desplazamientos distintos, si se llevan
a coincidir en (c) de modo que se superpongan los perfiles de referencia, ambas
ruedas podra´n engranar entre sı´, y la nueva distancia entre centros sera´:
∆′ = R1 + x1m+R2 + x2m = ∆0(1 +B)↔ B = 2x1 + x2
z1 + z2
(2.50)
En este caso, sobre las nuevas circunferencias polares C”1 y C”2, la suma de los
espesores de los dientes no resulta igual al paso polar, y el engranaje se debe
realizar con holgura lateral entre los dientes y existirı´a, a parte, juego tangencial
(caso (d)). Para evitar dicho inconveniente, sera´ necesario modificar la distancia ∆′,






Una vez aplicada dicha modificacio´n, el a´ngulo de presio´n variara´, y sera´ el re-
sultante de trazar la tangente comu´n a los cı´rculos directores en esta posicio´n de
las ruedas αV . Dado que los radios de las circunferencias base han permanecido














Dado que se han obtenido nuevos valores para el radio, de la misma manera se
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Y de la misma manera que antes, se puede definir un para´metro Bν , tal que:
∆ν = ∆0(1 +Bν)↔ Bν = cosα
cosαν
(2.55)
Donde ∆0Bν representa el exceso de distancia entre centros, es decir, la di-
ferencia que habrı´a si el engranaje fuera entre ruedas a cero como engranaje
a cero.
∆ν −∆0 = ∆0Bν = I1I2 (2.56)
Nuevo paso de circunferencia polar p′, que es la suma de los espesores de
ambas ruedas en las nuevas circunferencias polares:
p′ = e′1 + e
′
2 = pimν (2.57)
Y teniendo en cuenta las ecuaciones 2.53, 2.38 y las ecuaciones de la evol-





Si se analiza el caso en que la distancia de montaje no coincide con la distancia
entre centros de engranaje a cero, es decir, que se trata de un engranaje forzo-
samente en V, las ruedas deben separarse o acercarse. Es ası´ como, para no
sobrepasar el juego de fondo, se debe calcular la distancia a acortar o alargar de
las cabezas de los dientes de ambas ruedas. Dicha cantidad viene dada por:
(∆ν −∆′) = Km (2.59)





(z1 + z2)(B −Bν)
{
K > 0→ alargar
K < 0→ acortar
}
(2.60)
Finalmente, se obtiene el valor para los nuevos radios de cabeza, que vienen dados
por:
R′c = R+ xm+m+mK = m
(z
2
+ x+ 1 +K
)
(2.61)
Y el coeficiente de engrane ′:
′ =
Rb1(tanαc1 − tanαν) +Rb2(tanαc2 − tanαν)
pimcosα
> 1 (2.62)
2.2.6.5. Engranaje en V con ruedas en V con juego tangencial debido a mon-
taje
En este caso se analiza el engranaje entre dos ruedas en V que se deben montar a
una distancia de montaje entre centros ∆m diferente a la suma de los nuevos radios
polares en V, donde existe juego tangencial debido a montaje (tambie´n llamado
holgura lateral).










A partir de la relacio´n entre la distancia de montaje y la distancia entre centros, y
































m(EvαL − Evαm) (2.68)
e′m = 2R
′
m(EvαL − Evαm) (2.69)
p′m = pimm (2.70)
′m =
ρ1(tanαc1 − tanαm) + ρ2(tanαc2 − tanαm)
pimcosα
> 1 (2.71)
Y finalmente se define el juego tangencial de montaje J como:
J = p′ − (e′m1 + e′m2) (2.72)
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3. Engranaje evolvente trabajando
como bomba
3.1. Introduccio´n
Una vez estudiadas las caracterı´sticas de los engranajes se procede a estudiar una
de sus aplicaciones pra´cticas: las bombas. Para empezar, se definen las ma´quinas
de fluidos como dispositivos capaces de convertir la energı´a de un fluido en energı´a
meca´nica y viceversa.
La primera clasificacio´n debe hacerse en funcio´n de si modifican la densidad del
fluido, en este caso se hablara´ de ma´quinas te´rmicas, o si, como es el caso a
analizar, la densidad del fluido no se modifica, se hablara´ de ma´quinas hidra´ulicas.
E´stas, a su vez, se pueden clasificar en funcio´n del sentido de la transferencia de
energı´a:
Ma´quinas motrices, que extraen energı´a del fluido: turbinas y motores.
Ma´quinas generatrices, que aumentan la energı´a del fluido: bombas, com-
presores y motores.
Segu´n el principio de funcionamiento, se pueden clasificar segu´n:
Turboma´quinas o ma´quinas rotodina´micas: basan su funcionamiento en el
teorema de la cantidad de movimiento, que al aplicarlo a estas ma´quinas se
llama teorema de Euler, segu´n el cual el fluido intercambia energı´a con un
dispositivo meca´nico de revolucio´n que gira alrededor de su eje de simetrı´a,
de forma continua y sin verse obstruido en ningu´n momento. Sus principales
caracterı´sticas son:
Las Turboma´quinas basan su funcionamiento en el teorema de la cantidad
de movimiento, o en el teorema del momento de la cantidad de movimien-
to, tambie´n llamado teorema del momento cine´tico, que al aplicarlo a estas
ma´quinas se denomina Teorema de Euler o teorema fundamental de las tur-
boma´quinas
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1. El flujo ma´s continuo que en las ma´quinas volume´tricas.
2. Sensibles a variaciones de viscosidad.
3. El caudal suministrado es elevado.
4. Las presiones que suministran son bajas o moderadas.
5. Permiten margenes de caudal muy amplios.
Ma´quinas volume´tricas o de desplazamiento positivo (DVP): tienen como
principio de funcionamiento el principio de desplazamiento positivo, que con-
siste en el desplazamiento de un fluido debido a la disminucio´n de volumen
de una ca´mara. Es decir, desplazan un volumen confinado de fluido, traba-
jando de forma independiente al resto del fluido, en ca´maras que comprimen
o expanden el fluido. Sus principales caracterı´sticas son:
1. Suministran un caudal fluctuante debido a su principio de funcionamien-
to.
2. No son sensibles a variaciones de viscosidad.
3. Suministran caudales moderados.
4. Las presiones que suministran son altas.
5. El margen de caudal es muy estrecho.
3.2. Ma´quinas volume´tricas de desplazamiento positivo
3.2.1. Ma´quinas volume´tricas de engranajes externos
Las bombas de este tipo encuentran mu´ltiples aplicaciones. Al girar en el sentido
de las flechas, en el lado de la admisio´n siempre hay dos dientes que se separan,
creando un vacı´o, con lo que el lı´quido penetra en el estator, y es desplazado por
los espacios entre los dientes y el estator hacia la impulsio´n, donde por el contrario
siempre hay dos nuevos dientes que engranan y expulsan al lı´quido. Dicho proceso
se puede ver en la Figura 3.1.
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Figura 3.1: Esquema de funcionamiento de una ma´quina volume´trica de engrana-
jes externos.[6]
3.2.2. Desplazamiento volume´trico de un par de dientes evolventes
Se define el caudal teo´rico geome´trico como el producto de la velocidad de giro por
el volumen teo´rico geome´trico desplazado por un par de dientes en su engrane,
basado en el desarrollo elaborado por Ivantysynova et al.(2003)[5].
Si se toma como hipo´tesis flujo incompresible y no viscoso, y una presio´n ma-
nome´trica a la entrada igual a cero, la energı´a que se obtiene a la salida de la
bomba es igual al producto del volumen teo´rico desplazado Va y la presio´n de
salida p2:
dW = dVap2 (3.1)
La energı´a de entrada a la bomba debe calcularse como la suma del momento de
cada rueda dentada por el a´ngulo girado por esta, siguiendo:
dW = Mdϕ⇒ dW = M1dϕ1 +M2dϕ2 (3.2)
Donde se puede deducir el valor del momento de ambas ruedas, como se puede
apreciar en la Figura 3.2:
M1 = Fp1c = p2Ssupc = p2s1bcc = s2
2
⇒M1 = 12p2s1bs2 (3.3)
























En este caso, es necesario aplicar la relacio´n de velocidades de la Ecuacio´n 2.4 y
la relacio´n cinema´tica descrita por:
dϕ1,2 = ω1,2dt (3.6)
Finalmente, todo ello permite obtener:















Figura 3.2: Resumen de fuerzas y distancias sobre una rueda dentada.
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3.2.3. Caudal instanta´neo de un par de dientes evolventes
Para poder calcular el caudal instanta´neo generado por un par de dientes de geo-
metrı´a evolvente hace falta desarrollar los te´rminos de la Ecuacio´n 3.7 y reescribir
los te´rminos referentes a la variacio´n de volumen instanta´neo en ella.
Figura 3.3: Nomenclatura utilizada para definir la geometrı´a.
Basa´ndonos en la Figura 3.3, se establecen nuevas relaciones trigonome´tricas que
permiten simplificar la ecuacio´n:
O1A
2
= (R1 − xA)2 + y2A = R21 − 2R1xA + x2A + y2A = R21 − 2R1xA + u2
O2A
2
= (R2 + xA)
2 + y2A = R
2






2 + 2R2xA + u
2
(3.8)
Finalmente se obtiene el volumen teo´rico instanta´neo de un par de dientes, para



































Figura 3.4: Detalle de la lı´nea de contacto.
Teniendo en cuenta las relaciones geome´tricas mostradas en la Figura 3.4, a lo
largo del lugar geome´trico de todos los puntos de contacto, la lı´nea de contacto, se
puede aplicar:
E1E2 ≡ L ≡ l⇒ − l
2
≤ u ≤ l
2
(3.11)
De esta manera, se pueden considerar dos casos:
u = 0⇒ Qai,max Caudal instanta´neo ma´ximo.
−pb
2
≤ u ≤ pb
2
⇒ Qai,min Caudal instanta´neo mı´nimo.
(3.12)









Para que el caudal impulsado sea continuo, la lı´nea de contacto L tiene que ser
igual al paso base pb y sime´trica respecto al centro instanta´neo de rotacio´n I.
De esta manera, cada par de dientes contribuye por igual al caudal instanta´neo,
desplazando el fluido durante el intervalo:
u = −pb
2
∪ u = pb
2
⇒ ε = 1 (3.14)
Donde el coeficiente de engrane es igual a la unidad, ya que debido a la definicio´n
de e´ste, en la Ecuacio´n 2.44 e imponiendo que el caudal sea continuo, es decir,
L = pb, se obtiene dicho resultado.
















3.2.4. Caudal medio de una bomba de engranajes
Una vez obtenido el caudal instanta´neo, se puede proceder a calcular el volumen
medio teo´rico desplazado por una bomba. Para ello, se parte del volumen despla-





Para realizar dicho ca´lculo, es necesario conocer la velocidad con la que se mueve
el punto de contacto A sobre la lı´nea de contacto. Tomando como referencia la
rueda dentada 1, se obtiene:




E, imponiendo las relaciones ya conocidas para el valor de ρ1 y pb, dado por las
Ecuaciones 2.29 y 2.34 respectivamente. Finalmente, integrando, se obtiene el


















Por u´ltimo, para obtener el caudal medio teo´rico se obtiene multiplicando el volu-
men medio teo´rico desplazado por un par de dientes de la ecuacio´n anterior por el
nu´mero de dientes z1 y la velocidad de rotacio´n n1 [rpm]:















3.2.5. Coeficiente de irregularidad del caudal









Desarrollando los te´rminos del numerador y el denominador, para un engranaje sin






















Dicho coeficiente, para una bomba de engranajes externos de igual nu´mero de
dientes y sin desplazamiento, se puede reducir mediante:
Escoger el nu´mero de dientes ma´ximo posible en caso de igual dia´metro de
engranaje.
Incrementar el nu´mero de dientes z2.
Incrementar el radio de cabeza Rc:
• A trave´s de un incremento de altura de cabeza ac.
• A trave´s de un incremento del desplazamiento x de la rueda dentada.
En la Figura 3.5 se puede observar el grado de no-uniformidad de las bombas de
engranajes: la parte izquierda hace referencia a las bombas de engranajes internos
y la derecha a las bombas de engranajes externos.
Figura 3.5: Variacio´n del coeficiente de irregularidad del caudal.[5]
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3.2.6. Estudio de una bomba de engranajes con ruedas dentadas igua-
les
Si se trata de ruedas dentadas iguales, teniendo en cuenta que no existe despla-
zamiento, se tiene:
z1 = z2
d = R1 +R2











Del par de ecuaciones anterior se puede obtener directamente la ma´xima variacio´n
de caudal ∆Qmax:













Si se analiza dicho valor en funcio´n del para´metro u, se obtiene:












Se obtienen los valores entre los que oscila el caudal impulsado por la bomba por
vuelta y unidad de ancho de diente:


































3.2.7. Ana´lisis del caudal en engranajes con desplazamiento
Para analizar la diferencia de caudal con y sin desplazamiento, se procede reescri-




z1,2 y d = O1O2 = R1 +R2
















Si se analiza el caso de intere´s, es decir, el engranaje corregido mediante despla-
zamiento y, por lo tanto, vie´ndose la distancia de montaje modificada (no es igual










Y finalmente se obtiene el caudal medio teo´rico desplazado por la bomba con



















Se puede calcular la diferencia entre un engranaje con y sin desplazamiento, sim-
plemente calculando la diferencia entre Ecuacio´n 3.33 y la Ecuacio´n 3.30:


















(a) Primer punto de contacto
del segundo diente.
(b) Situacio´n de volumen
mı´nimo.
(c) Posicio´n de volumen
ma´ximo.
Figura 3.6: Situaciones si ε > 1.
3.2.8. Engrane de dos pares de dientes
Si el coeficiente de engrane es mayor a la unidad se produce un contacto de un
nuevo par de dientes, antes de que el par anterior se haya liberado. Es decir, existe
un momento en el que dos pares de dientes esta´n engranando.
En la Figura 3.6 se pueden ver las situaciones por las que pasan los dientes cuando
se produce el segundo contacto, teniendo en cuenta que:
I ≡ L
t0 ≡ pb
Si se analizan las tres posibles posiciones por las que pasa el conjunto, se puede
afirmar que:
(a) Se produce el primer contacto del segundo par de dientes en la posicio´n E1.
El a´rea rallada debajo del diente quedara´ despue´s solapada por el avance de
e´ste, quedando el volumen conectado a presio´n.
(b) Es la situacio´n intermedia, con el volumen mı´nimo entre los dos dientes es
mı´nimo.
(c) La situacio´n final vuelve a presentar el mismo volumen que la situacio´n inicial,
el a´rea rallada sobre el diente es equivalente a aquella en el caso inicial,
como se puede ver en la Figura 3.7.
Tal como se puede apreciar en las figuras anteriores, dicha variacio´n de volumen
debe ser compensada, ya que trata´ndose de un fluido incompresible es necesaria
una solucio´n que permita que el fluido no quede estancado. Si no se toman las
medidas de disen˜o necesarias para el drenaje del fluido capturado, e´ste so´lo podrı´a
escapar por los huevos de la bomba, lo que resultarı´a en un elevado aumento de
la presio´n y un considerable aumento del ruido. El caudal calculado para un par
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(a) Volumen encerrado en el
diente en funcio´n del punto
de contacto.
(b) Caudal instanta´neo en funcio´n
de ϕ
Figura 3.7: Desplazamiento del volumen encerrado.[5]
de dientes se reduce comparado con el valor obtenido en la Ecuacio´n 3.16. Los




u2 = t0 − l
2
(3.35)
Entonces, el valor medio del caudal geome´trico se obtiene sustituyendo los lı´mites
de integracio´n, obteniendo:
























= 4− 6ε+ 3ε2 (3.37)
Para un nu´mero de dientes de entre 8 y 14 se puede aplicar un valor medio para k
= 1,2. En la Figura 3.7 se puede observar el desarrollo del caudal instanta´neo en
funcio´n de la posicio´n angular del diente ϕ.
Para usar el fluido encerrado entre dos puntos de contacto entre dos pares de
dientes distintos, tambie´n conocido como fluido a presio´n, el espacio del fluido a
presio´n tiene que estar conectado a un puerto de presio´n mediante surcos o ra-
nuras durante la fase de compresio´n. Cuando el espacio entre puntos de contacto
crece, tiene que estar conectado con el puerto de succio´n.
Por lo tanto, el volumen total contenido entre los puntos E1 y E2 tiene que ser con-
siderado. La variacio´n de volumen del fluido contenido en relacio´n con la posicio´n
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del punto de contacto se puede ver en la Figura 3.7(a). El volumen encerrado es
mı´nimo cuando la distancia del punto de contacto desde el punto E1 es 0,5(l− t0),
esto es, cuando los puntos de contacto C y G esta´n situados de manera sime´trica
respecto al punto P .
Para una bomba de engranajes ideal, el espacio del fluido a presio´n debe perma-
necer conectado con la conexio´n de presio´n hasta el punto en t02 . En ese caso, la
entrega de un par de dientes empieza en el punto E1 y finaliza cuando el contacto








Se obtiene entonces, el caudal geome´trico de la bomba:





















k′ = 1− ε+ ε2 (3.40)
Con un valor tı´pico de k′ de aproximadamente 1,23 para un nu´mero de dientes
comprendido entre 8 y 14.
Para solventar dicho problema se realizan ranuras de descompresio´n, en funcio´n
de las siguientes reglas:
El ancho del puente entre ambas ranuras de descompresio´n, x, debe ser
mı´nimo de forma que la conexio´n a las mismas del volumen atrapado se
produzca en en momento adecuado.
La longitud de la ranura, y, se debe escoger de forma que se asegure la
salida del volumen atrapado.
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4. Disen˜o de un perfil no evolvente
4.1. Introduccio´n
En este apartado se llevara´ a cabo el desarrollo detallado del estudio de los diferen-
tes perfiles empleados en las ecuaciones, adema´s del ana´lisis de los para´metros
influyentes en ellas. Se empezara´ por una breve definicio´n de los perfiles evol-
vente y trocoidal, para posteriormente poder compararlas con las aportadas por
Nagamura et al. (2004) [8].
El co´digo de Matlab mediante el cua´l han sido generados los perfiles se podra´ con-
sultar en el Anexo I: Co´digo Matlab.
4.2. Estudio de los perfiles
4.2.1. Perfil trocoidal
Se denomina trocoide a la curva generada por la trayectoria de un punto solidario
a un cı´rculo, a una distancia concreta del centro, mientras e´ste rueda a lo largo de
una lı´nea o alrededor de una curva. Se puede definir, tambie´n, como la trayectoria
definida por un punto situado en la perpendicular a una lı´nea recta, mientras dicha
lı´nea rueda a lo largo de la parte convexa de una base curva. La primera definicio´n
de trocoide deriva de la cicloide, mientras que la segunda deriva de la involuta.
Se entiende por perfil trocoidal aquella curva trocoide va´lida para ser utilizada como
engranaje, cuya formacio´n es descrita en base a la Figura 4.1.
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Figura 4.1: Generacio´n de una curva trocoide. [7]
Las condiciones fundamentales para obtener un perfil trocoidal son dos:
1. No puede haber interseccio´n (la curva no puede cruzarse consigo misma,
creando bucles). Sucede cuando la excentricidad es superior al radio base
fijo (e > R1).
2. Debe tratarse de una curva cerrada. Para ello, el radio del disco ha de ser un
nu´mero mu´ltiplo entero z del radio del cı´rculo.
2piR3z = 2piR1 ⇒ R1 = zR3 (4.1)
De la Figura 4.1 se pueden obtener directamente las coordenadas del punto gene-
rador P del perfil trocoidal respecto al sistema de referencia x1 − y1:
x1 = ecosψ +R2cosα
y1 = esinψ +R2sinα
(4.2)
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4.2.1.1. Perfil trocoidal modificado
Dado que a veces el perfil trocoidal obtenido no es adecuado, es necesario obtener
un perfil que resulte viable. Dicho perfil presenta dos alternativas: exterior e interior.
Teniendo en cuenta el desarrollo llevado a cabo por Montero [7], si se pretende
obtener un perfil modificado se llega a las siguientes ecuaciones:
x1 = e cosZα+R2 cosα− S Ze cosZα+R2 cosα√
Z2e2 +R22 + 2ZeR2 cos(Z − 1)α
y1 = e sinZα+R2 sinα− S Ze sinZα+R2 sinα√
Z2e2 +R22 + 2ZeR2 cos(Z − 1)α
(4.3)
Figura 4.2: Perfil trocoidal obtenido para diferentes valores de S.
4.2.2. Perfil evolvente
Una curva evolvente, tambie´n llamada involuta, se obtiene uniendo una cuerda a un
punto en una curva, se extiende dicha cuerda de manera que siempre sea tangente
a la curva en el punto de contacto y, entonces, se enrolla la cuerda mantenie´ndola
siempre tensa. El lugar geome´trico de los puntos trazados por el extremo de dicha
cuerda se llama involuta de la curva original, la cual a su vez es conocida como la
evoluta de su involta. Se puede apreciar en la Figura 4.3.
Se tiene que considerar que, aunque cada curva tiene una u´nica involuta, hay
infinitas involutas asociadas a la eleccio´n del punto inicial. La involuta tambie´n se
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(a) Generacio´n de una invo-
luta. [14]
(b) Construccio´n de una curva invo-
luta. [15]
(c) Para´metros que descri-
ben la evolvente. [14]
Figura 4.3: Obtencnio´n de una curva evolvente.
puede entender como cualquier curva ortogonal a todas las tangentes de una curva
dada.
De la Figura 4.3(a) se pueden obtener las ecuaciones que describen la curva evol-
vente. En esta imagen se utiliza un cı´rculo de base, con centro en O, para generar
la involuta BC. La lı´nea generadora instanta´nea es AT , se denomina con ρ al radio
instanta´neo de curvatura de la evolvente y con r al radio en cualquier punto T de
la curva. Si se designa como rb el radio del cı´rculo base, la recta generadora AT
tiene la misma longitud que el arco AB, condicionado por la propia definicio´n de
involuta. Por lo tanto:
ρ = rb (α+ ϕ) (4.4)
donde α es el a´ngulo comprendido entre los radiovectores que definen el origen
de la evolvente y cualquier punto (T ) sobre la involuta, y ϕ es el a´ngulo entre los
radiovectores que definen a cualquier punto (T ) de la involuta y el origen A en el
cı´rculo base de la lı´nea generadora correspondiente.
Dado que el tria´ngulo AOT es un tria´ngulo recta´ngulo:
ρ = rb tanϕ (4.5)
Si se resuelven las ecuaciones 4.4 y 4.5 de manera simulta´nea para eliminar ρ se
tiene que:
α = tanϕ− ϕ (4.6)
Que se puede escribir, en su forma final, como:
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Ev ϕ = tanϕ− ϕ (4.7)
y se obtiene la ecuacio´n que define la funcio´n evolvente o involuta. En este caso,
el a´ngulo denominado ϕ hace referencia al a´ngulo de presio´n de la evolvente,
previamente denominado α.
4.3. Disen˜o
Para llevar a cabo el disen˜o se parte del estudio realizado por Nagamura et al.
(2004), tomando como referencia las ecuaciones propuestas por ellos, compara´ndo-
las con las obtenidas en apartados anteriores.
Figura 4.4: Perfiles estudiados por la Universidad de Hiroshima. [8]
Se parte de la Figura 4.4, que son los perfiles propuestos, y se estudiara´ el caso
que ellos titulan como Involute, aunque realmente incorpora la parte no evolvente
al tener una parte trocoidal en su pie.
Si se presta atencio´n a la Figura 4.5, que representa esquema´ticamente el fun-
cionamiento de una bomba de engranajes externos, se puede ver que el caudal
se transporta a trave´s del espacio entre la caja contenedora del engranaje y los
dientes de e´stos mediante rotacio´n. Sin embargo, el volumen estancado entre los
dientes vuelve al lado de succio´n desde el lado de descarga a trave´s de la zona de
contacto del par de engranajes. Ası´, el volumen desplazado en una revolucio´n, Vr,
se expresa segu´n [16]:
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Vr = (2F −Xmin) z (4.8)
donde F es el volumen del espacio entre dientes, Xmin es el valor mı´nimo del volu-
men estancado y z es el nu´mero de dientes. Para un diente evolvente, el volumen
desplazado se calcula mediante la siguiente ecuacio´n, obtenida anteriormente:











donde m es el mo´dulo, b indica la anchura del diente, x es el coeficiente de modifi-
cacio´n del adendo, y es el coeficiente de modificacio´n de la distancia al centro y α0
es el a´ngulo de presio´n de corte. Pero esta ecuacio´n tiene un inconviente, y es que
su inexactitud reside en que considera la parte de la trocoide como una lı´nea recta,
como se puede ver en la Figura 4.7. Es por ello que este estudio se centra en el
ca´lculo del volumen libre del diente y el volumen estancado mediante integracio´n
nume´rica, y el valor del volumen desplazado se calcula utilizando estos valores.
Figura 4.7: Dibujo esquema´tico del esquema convencional de ca´lculo del volumen
desplazado.[8]
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(a) Sistema de coordenadas para el
diente. [8]
(b) Generacio´n del perfil trocoidal.
[8]
Figura 4.6: Diente no evolvente.
En la Figura 4.6(a) se ven los tres tramos diferentes que conforman el diente com-
pleto, esto es, el cı´rculo de cabeza, la involuta y la trocoide. Teniendo en cuenta
que la nomenclatura puede variar ligeramente respecto a la definida en Capı´tulo 2
Teorı´a ba´sica de engranajes cilı´ndricos rectos, se detallan las ecuaciones aporta-
das por Nagamura et al. (2004).
1. Cı´rculo de cabeza
X = ra sinγ
Y = ra cosγ
(4.10)
donde γ es el a´ngulo definido en la Figura 4.6(a) y ra es el radio de cabeza.
2. Perfil evolvente:
X = − ((sinθi − θicosθi)rb cosΘ− (cosθi + θisinθi)rb sinΘ)
Y = (sinθi − θicosθi)rb sinΘ + (cosθi + θisinθi)rb cosΘ
(4.11)
donde θi es el a´ngulo de la involuta como para´metro, rb es el radio del cı´rculo
base y Θ viene dado por:














donde ξ es un a´ngulo como para´metro, tal y como se muestra en la Figura
4.6(b), r es el radio de la circunferencia primitiva, r0 es el radio del borde
redondeado de la cremallera base, h0 hace referencia a la distancia entre el
centro del borde redondeado y la lı´nea media de la cremallera base y u viene
determinado por la siguiente ecuacio´n:
u =












donde jn es la holgura normal, que no afecta de manera significativa en el
ca´lculo del volumen desplazado.
Como se puede ver en la Ecuacio´n 4.13, si e´sta se compara con la Ecuacio´n 4.3,
se puede apreciar ra´pidamente que no se trata de la misma ecuacio´n. Es por ello
que resulta imprescindible estudiar la como afecta la variacio´n de los para´metros
en la ecuacio´n. Para ello, es necesario proceder al ana´lisis de los para´metros.
4.3.1. Ana´lisis de los para´metros del perfil trocoidal
Para comenzar, cabe destacar que no ha sido tarea fa´cil la comprensio´n de los
para´metros que intervienen en esta ecuacio´n, es por ello que sera´n descritos uno
a uno y se ensen˜ara´n de forma gra´fica, a partir de Matlab, en base al disen˜o de
un diente de caracterı´sticas similares al usado por Nagamura et al. (2004). No´tese
que la diferencia recae, ba´sicamente, en la eleccio´n del juego de fondo c, que no
se especifica. Siempre se usara´ como referencia la Figura 4.6(b).
A´ngulos: u, ξ
El primer a´ngulo que se debe definir es u; e´ste, fija el punto de corte o tangencia
entre el perfil evolvente y el perfil trocoidal, es decir, sen˜ala un punto conocido
como es el radio base, o sea, el lı´mite hasta el que se alarga la curva evolvente.
Si se puede conocer dicho punto, determinado por Xb e Yb, sera´ entonces posible
determinar el valor ma´ximo de ξ, o por lo menos resulta lo´gico pensar que pueda
ser ası´.
Para llevar a cabo dicho ca´lculo, se parte del estudio desarrollado por Devendran et
al.(2013)[13], a partir del detalle de la Figura 4.8 se calcula el valor del para´metro














Figura 4.8: Ca´lculo del para´metro u.
Figura 4.9: Ca´lculo del a´ngulo ma´ximo asumible por ξ.
Si se tiene en cuenta la Figura 4.9 anterior, dado el que los valores iniciales son








De tal manera que el valor ma´ximo para ξ vendrı´a dado por:
ξmax = u− β (4.18)
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y, por tanto, para dibujar la trocoide serı´a suficiente hacer variar el a´ngulo ξ desde
0 a ξmax.
El problema surge cuando se introduce dicho a´ngulo en la ecuacio´n, y la trocoide
resultante corta el diente y se extiende de manera prolongada, es decir, que el
valor obtenido anteriormente no es va´lido.
Es por esto expuesto anteriormente que no se puede encontrar directamente el
a´ngulo ξmax. La solucio´n por la que se ha optado, por ser la ma´s ra´pida y menos
compleja, consiste simplemente en encontrar el punto de tangencia entre el perfil
evolvente y el trocoidal mediante un proceso iterativo, esto es, aumentando progre-
sivamente ξ hasta que se encuentra el punto de corte con el perfil. Dado que es un
me´todo iterativo, se ha impuesto un valor ma´ximo para el error y se ha fijado:
maxξ = 10
−5rad (4.19)
Para que quede claro lo argumentado en este apartado, en la Figura 4.10 se puede
apreciar el resultado que se obtiene al variar u, basa´ndose en el valor de referencia
u calculado, manteniendo fijo el valor del resto de para´metros.
Figura 4.10: Curvas obtenidas para diferentes valores de u.
Como se puede apreciar en la figura anterior, y como se vera´ en todas las que
aparecera´n a continuacio´n, el a´ngulo generador del dibujo de la parte trocoidal se
ha tomado, para que destaque con mayor claridad, entre dos a´ngulos totalmente
independientes de ξ, que en este caso oscila entre −pi3 ≤ ξgen ≤ pi3 .
Para´metros de la cremallera base: h0, r0, r
De la Ecuacio´n 4.13, si se compara con la Ecuacio´n 4.3 y se comparan te´rmino
a te´rmino, se pueden apreciar ciertas similitudes. Si se parte del para´metro r0,
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parece que e´ste es el equivalente al para´metro S que aparece en la ecuacio´n
modificada de la trocoide. Comparando ambos te´rminos:
−r0 rξ sin(ξ + u) + h0 sin(ξ + u)√
h20 + r
2ξ2
y −S Ze cosZα+R2 cosα√
Z2e2 +R22 + 2ZeR2 cos(Z − 1)α
Figura 4.11: Geometrı´a del problema.
La primera idea es, por tanto, que r0 es un te´rmino independiente y se puede elegir
su valor sin tener en cuenta el resto de para´metros. Para ello, si se presta atencio´n
a la Figura 4.11, se puede seguir un desarrollo similar al planteado por Devendran
et al.(2013)[13]. Primero se deben definir los para´metros:
A = ρrcosαod
B = (ρr − ρrsinαod)tanαod
C = (ρr − ρrsinαod
(4.20)
Y se pueden definir las siguientes relaciones:
hartanαod +A−B = x1 (4.21)











h0 = har − ρr (4.23)
Se obtiene:




Aplicando el mismo proceso para x2 con αoc y aplicando:
pim
2







− ρrtanαod + hartanαoc + ρr
cosαoc
− ρrtanαoc (4.26)










− (tanαod + tanαoc)
(4.27)
Se obtiene el mismo resultado que el expuesto en Devendran[13, Eq.5]. La primera
aproximacio´n fue imponer:
r0 < ρr (4.28)
Considerando, para el ca´lculo de ρr, que αod = αoc = α0. Pero si se analiza el
resultado que se obtiene al variar r0, y nos fijamos en la Figura 4.12, se puede
observar que al variar r0 (y, en este caso, recalculcando u y h0 en funcio´n de e´ste)
el corte es menos profundo y la trocoide se aleja del diente.
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Figura 4.12: Curvas obtenidas para diferentes valores de r0.
Si nos fijamos en la imagen anterior, dado que todos los para´metros se calculan
a posteriori en funcio´n de r0, se puede deducir que e´ste no es un para´metro inde-
pendiente, ya que ni siquiera el valor que se define como r0calc es independiente
del resto, sino que se debio´ ajustar de manera manual para hacer coincidir con la
evolvente.
Es por ello que se analizara´n, primero, el resto de te´rminos que aparecen en la
ecuacio´n, para ver su aportacio´n a la curva trocoide. Se puede considerar que, a
partir de la geometrı´a descrita en la Figura 4.6(b), el valor de los para´metros de la
cremallera base venı´an definidos por:
m+ c = h0 + r0 (4.29)
Si se toma r0 como para´metro independiente, y dado que m es el valor del mo´dulo
del diente, cuyo valor no se puede modificar, y c es el juego de fondo y, por lo tanto,
un para´metro independiente, se eligio´ h0 como para´metro dependiente, de forma
que:
h0 = m+ c− r0 (4.30)
Se presenta entonces un problema, dado que la eleccio´n de r0 no puede ser ar-
bitraria, sino que debe ser calculada a partir del valor otorgado a h0. En la Figura
4.13, y manteniendo el para´metro r0 fijo, aunque calculando el valor de u, se puede
ver como afecta el valor de h0 a la curva obtenida.
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Figura 4.13: Curvas obtenidas al modificar el para´metro h0.
Es decir, el para´metro h0 define el taman˜o de la curva, a mayor h0 ma´s grande
resulta la involuta. Por lo tanto, el para´metro independiente que sirve para controlar
el taman˜o de la evolvente es h0 y no r0, como se habı´a planteado.
Por u´ltimo, so´lo queda por resolver como varı´a la curva resultante en funcio´n del
para´metro c. Si se analiza la Figura 4.14, se puede observar que este para´metro
influye directamente en la profundidad del corte. Esta´ claro que, al variar la holgura
del pie c, se tiene que recalcular el valor de r0 en funcio´n de la Ecuacio´n 4.29.
Figura 4.14: Curvas obtenidas para diferentes valores de c.
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Finalmente, si se analiza el resultado obtenido, serı´a lo´gico pensar que uno de
los dos para´metros de la Ecuacio´n 4.29 (teniendo en cuenta que c se toma como
para´metro totalmente independiente), deberı´a poderse escoger libremente. Es de-
cir, uno de ellos se deberı´a elegir arbitrariamente para obtener la curva deseada,
pero si se modifican de manera independiente y aleatoria, los resultados que se
obtienen no son correctos. Se puede ilustrar con un ejemplo, como se puede ver
en la Figura 4.15 se han tomado los valores del diente estudiado, que se pueden
encontrar en [8] y se ha escogido, arbitrariamente, el siguiente valor:
m = 4,2 ; h0 = 3,5; r0 = m− h0 con c = 0 (4.31)
Figura 4.15: Diente obtenido imponiendo los valores arbitrariamente.
Despue´s del resultado obtenido, donde se puede apreciar que la trocoide y la evol-
vente no se unen, sino que existe un espacio entre ambas, se puede determinar
que, en ningu´n caso, los para´metros se pueden elegir aleatoriamente.
Es por ello, que para llevar a cabo el estudio del siguiente apartado, no se ha pro-
cedido de la misma manera sino que, para poder comenzar, se ha debido ajustar
manualmente el para´metro ”libre”h0 para obtener un resultado coherente.
Ca´lculo del caudal
Para estudiar el caudal desplazado por una bomba de engranajes externos me-
diante el me´todo determinado por la Ecuacio´n 4.8, se debe calcular tanto el valor
de F como el valor de Xmin.
Para el ca´lculo de F , hay que fijarse en la Figura 4.16, donde se describen los
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para´metros utilizados para llevar a cabo dicho ca´lculo.
Figura 4.16: Esquema para el ca´lculo del volumen interdental.[8]











Donde el primer para´metro corresponde a la circunferencia exterior, el segundo
para´metro al tria´ngulo formado por los puntos (0, 0), (0, Yd)y(Xd, Yd) y la parte in-
tegral (Int) corresponde al volumen ocupado por el diente.
El punto (Xd, Yd) se puede obtener fa´cilmente, por lo tanto, los primeros te´rminos
de la ecuacio´n son de ca´lculo directo. El tercer te´rmino se debe calcular punto a




Inti con Inti = (
Y (i) + Y (i− 1)
2
− Y d) ∗ (X(i)−X(i− 1)) (4.33)
Una vez calculado, se debe calcular el volumen del espacio interdental como:
Vf = 2zFb (4.34)
donde z representa el nu´mero de dientes y b la profundidad del diente.
Para llegar al resultado final, serı´a necesario calcular el valor deXmin, que equivale
al resultado intermedio de la Figura 4.17. Dado que los resultados obtenidos para
el ca´lculo de Vf divergen mucho del resultado obtenido por Nagamura et al. (2004)
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[8] y la falta de tiempo, no se ha considerado oportuno recabar en el valor de dicho
para´metro.
Figura 4.17: Volumen estancado entre un par de dientes.[8]
Resultados
Teniendo en cuenta lo expuesto en este apartado, con la debida programacio´n en
Matlab, se ha llevado a cabo el disen˜o de un diente no evolvente. Se han tomado
los mismos para´metros que Nagamura et al. (2004) [8], que en este caso son:
z = 0 m = 4,2mm α = 20o x = 0




c = 0 h0 = 4,15 r0 = m− h0 + c r0 = 0,05
Con estos para´metros, el resultado que se obtiene se puede observar en la Figura
4.18. Dado que no se especifica de ninguna otra manera, se ha hecho coincidir
el diente con el radio de pie, aunque se podrı´a haber elegido un radio de una
dimensio´n inferior.
Figura 4.18: Diente obtenido mediante el programa de Matlab.
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Como se puede observar en la Figura 4.18, se ha obtenido el diente esperado,
con una parte evolvente y un perfil trocoidal en la zona inferior, que se asemeja al
representado por Nagamura et al.(2004)[8]. Cabe destacar que para la obtencio´n
de dicho diente se ha utilizado un coeficiente de desplazamiento x = 0.
Una vez obtenido el diente, es necesario calcular el caudal desplazado por e´ste,
comenzando por el espacio interdental. Utilizando la Ecuacio´n 4.32 y la Ecuacio´n






Si se realiza el ca´lculo usando las ecuaciones aportadas por Ivantysynova et al.(2003)[5]
en el Capı´tulo 3 Engranaje evolvente trabajando como bomba, concretamente la
Ecuacio´n 3.36 sin tener en cuenta la velocidad de rotacio´n n1 y sustituyendo los




Se puede comparar con la Figura 4.19(a), donde se muestran los resultados ob-
tenidos por Nagamura et al.(2004)[8] y con los resultados obtenidos mediante la
ecuacio´n planteada por Ivantysynova et al.(2003) [5].
Dado que no se ha conseguido calcular el valor de Xmin, para obtener un resultado
del caudal o volumen desplazado, se utilizara´ como referencia aquel de la Figura
4.19(a), y se obtiene ası´ el resultado final:
Resultados de volumen desplazado
Calculado Estimado segu´n Ivantysynova[5] Estimado por Nagamura [8]









Por lo tanto, se puede afirmar que se ha obtenido una buena aproximacio´n al
resultado obtenido por Nagamura et al.(2004)[8], que diverge ligeramente del
resultado aportado por Ivantysynova et al.(2003)[5]. Dicha diferencia se debe
a la estimacio´n que se hace al calcular el engranaje utilizando la Ecuacio´n 3.36,
y es que se ignora la parte trocoidal del engranaje, y es por eso que existe una
diferencia, que en este caso concreto representa aproximadamente un 10 % del
volumen total desplazado.
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(a) Resultados obtenidos por Nagamura et
al.(2004)[8]
(b) Realizacio´n propia con los resultados
obtenidos. [15]
Figura 4.19: Efecto de la modificacio´n del coeficiente de desplazamiento en el vo-
lumen desplazado por una bomba de engranajes.
Los resultados obtenidos, para x = 0, se ajustan a los obtenidos por Nagamura
et al. (2004) [8], aunque al aumentar el valor del coeficiente de modificacio´n de
adendo x, estos divergen, como se puede ver en la Figura 4.19(b), que se ha
obtenido modificando el para´metro x.
Se sabe que los resultados obtenidos no son correctos, ya que esta´ demostra-
do que el aumento del coeficiente de desplazamiento influye positivamente en un
aumento del caudal desplazado. Ası´, el resultado obtenido, que era uno de los ob-
jetivos propuestos en el proyecto, no se ha podido realizar. La divergencia de dicho
resultado puede estar debida, entre otros motivos a:
Un error en el ca´lculo del para´metro h0. Dado que se podı´a tratar de un error,
se ha hecho una estimacio´n a partir de resultados obtenidos manualmente
para adaptarlo a cada valor de x, mediante:
h0 = mv
(−0,2454x3 + 0,9583x2 − 0,3165x+ 0,9881) (4.35)
No se tiene en cuenta el para´metro c. En la Figura 4.19(a) se precisa que
dicho para´metro es c = 0 en el punto donde el coeficiente de desplazamiento
es ma´ximo.
Puede que exista algu´n para´metro mal calculado, ya que en el esquema del
diente expuesto en la Figura 4.16, parece que la trocoide coincide directa-
mente con rd, cosa que no sucede en este caso.
Una vez obtenido el diente, se procede al dibujo del engranaje completo mediante
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AutoCAD, obtenie´ndose ası´ el engrane a la distancia ya mencionada. El resultado
final se puede observar en la Figura 4.20




Para comenzar, en este proyecto se han adquirido conocimientos de bombas de
engranajes externos y sobre teorı´a de perfiles evolventes y no evolventes, que
no habı´an sido tratados durante la carrera.
En cuanto a lo referente al primer objetivo, se han estudiado con detenimiento las
ecuaciones aportadas por Nagamura et al. (2004) [8], se ha conseguido disen˜ar el
perfil trocoidal y se ha realizado una introduccio´n al ca´lculo del caudal desplazado
por la bomba de engranajes externos. Dado que no hacen referencia a las ecua-
ciones utilizas ni a los para´metros, no se ha podido indagar con ma´s profundidad
en el ca´lculo del caudal. Por otro lado, se han estudiado los para´metros influyen-
tes en el disen˜o del perfil trocoidal, detallando la implicacio´n de cada uno de ellos.
Dado que se ha logrado un 80 % de este objetivo, se considera una buena opor-
tunidad para realizar un trabajo futuro que permita entender el procedimiento para
calcular el volumen mı´nimo estancado y obtener la ecuacio´n completa del caudal
desplazado por la bomba.
Con respecto al segundo objetivo, se puede considerar que el disen˜o de la parte
trocoidal del engranaje, pese a no tener formato Scilab, sirve como nuevo mo´du-
lo de GEROLAB [9], dado la facilidad de conversio´n de lenguajes. Por lo tanto,
se considera que alcanzado el objetivo. Como trabajo futuro, se puede an˜adir el
disen˜o del resto de perfiles tratados por Nagamura et al.(2004) [8], como nuevos
mo´dulos para esta herramienta.
En lo relativo al tercer objetivo, se puede considerar que se ha elaborado una
base teo´rica consistente y completa en lo que respecta al disen˜o de bombas de
engranajes externos con perfiles de dientes evolventes y no evolventes. El trabajo
realizado permitira´ tener una guı´a pra´ctica que permita estudiar las ecuaciones
sin necesidad de consultar ma´s biografı´a, resultando u´til para aquellas personas
que quieran continuar el proyecto o desarrollar nuevos mo´dulos de ca´lculo para el
disen˜o de perfiles. Es, por tanto, una buena base para futuros trabajos relacionados
con el disen˜o de perfiles no involutos en dientes de engranajes.
El u´ltimo objetivo se ha podido realizar, en medida de lo posible, con los resul-
tados obtenidos referentes al volumen desplazado. Debido a la incapacidad de
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obtener las ecuaciones referentes al volumen mı´nimo estancado entre un par de
dientes, Xmin, e´ste se ha estimado a partir de los resultados obtenidos por Naga-
mura et al.(2004) [8] y ha sido comparado con el que se obtiene desarrollando las
ecuaciones descritas por Ivantysynova et al.(2003)[5]. Es por ello que un trabajo
futuro podrı´a estar relacionado con el ca´lculo del caudal y la obtencio´n del resto
de perfiles aportados por Nagamura[8]. En cuanto al u´ltimo detalle, el estudio de
la modificacio´n del coeficiente de desplazamiento, se ha podido realizar, aunque
los resultados obtenidos divergen de aquellos calculados por Nagamura [8], por lo
tanto se considera un posible trabajo futuro.
Como conclusiones personales, el desarrollo de este proyecto ha sido beneficioso
en cuanto al estudio de un caso real, ha supuesto un desafı´o desde el principio
ya que se desconocı´a el tema, pero el esfuerzo y la constancia han servido para
poder entender los conceptos que abarcaba el proyecto. Pese a que se han obte-
nido parte de los resultados, a lo largo del proyecto han aparecido trabas que han
impedido que se haya podido llegar ma´s lejos e indagar con ma´s profundidad en el
tema estudiado. Personalmente, ha supuesto todo un reto, pero finalmente se ha
obtenido un resultado satisfactorio que compensa todo el trabajo realizado.
En resumen, se considera que el trabajo realizado ha servido para estudiar los
perfiles no evolventes y entender el funcionamiento de las ecuaciones presentadas
en el estudio, asentando una base para futuros estudios relacionados con el disen˜o
de engranajes con perfiles no involutos.
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6. Trabajo futuro
Este proyecto pretende servir como introduccio´n a todo aque´l que pretenda adqui-
rir los conocimientos ba´sicos sobre el funcionamiento y las caracterı´sticas de las
bombas de engranajes externos. Es, por lo tanto, una base teo´rica para cualquier
proyecto futuro de este a´mbito.
Debido a la complejidad del problema estudiado y a la posibilidad de incluir nuevos
perfiles, se pueden considerar los siguientes trabajos futuros:
Estudio del caudal impulsado por una bomba de engranajes externos, con-
cretamente el volumen mı´nimo estancado.
Estudio de un perfil cicloidal modificado.
Estudio de un perfil compuesto involuto-cicloidal.
Estudio de la afectacio´n de la modificacio´n del coeficiente de desplazamiento
en el caudal.
Desarrollo de un nuevo mo´dulo de GEROLAB [9] que permita el disen˜o de
nuevos perfiles.
Finalmente, cabe mencionar que el proyecto ha desarrollado una base que permi-
tira´ seguir estudiando los perfiles no involutos, que permitira´ al departamento de
Meca´nica de Fluidos disponer de una guı´a que pueda ser usada por futuros estu-
diantes que decidan implicarse en algu´n proyecto relacionado con las bombas de
engranajes externos.
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7. Pliego de condiciones
7.1. Introduccio´n
Para el desarrollo de este proyecto se han usado varios programas:
Matlab: Desarrollo del problema mediante lenguaje de programacio´n, proce-
sado de los resultados e importacio´n a AutoCAD.
AutoCAD: Realizacio´n de dibujos 2D de los engranajes obtenidos mediante
Matlab.
TeXmaker: Procesado de textos e ima´genes mediante lenguaje de progra-
macio´n LaTeX.
7.2. Licencia Matlab
Para llevar a cabo la programacio´n, dado que se desconocı´a el co´digo utilizado por
Scilab, se ha usado una licencia Matlab.
El propio programa incluye toda la documentacio´n necesaria a trave´s del programa,
ya sea en la Ayuda o a trave´s de Internet.
7.2.1. Requisitos previos
Teniendo en cuenta la versio´n a descargar, que es la versio´n completa MATLAB
+ Simulink Student Suite, ma´s los paquetes adicionales ya incluidos, los requeri-
mientos previos para su utilizacio´n en Mac OS X son:
Sistema operativo Mac OS X 10.9 (Mavericks), Mac OS X 10.8 (Mountain
Lion) o Mac OS X 10.7.4+ (Lion).
Procesador Intel Core 2 o superior.
Espacio en disco para la instalacio´n de 1GB, so´lo para Matlab, y unos 3-4 GB
para una instalacio´n tı´pica.
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Memoria RAM de 1024MB, aunque el mı´nimo recomendado es de 2048MB.
7.3. Licencia AutoCAD
El programa de dibujo AutoCAD se ha utilizado para disen˜ar los engranajes, una
vez obtenido el diente mediante Matlab, llevarlo a un plano de dibujo.
Dicho programa permite la descarga gratuita de su software en la versio´n estudian-
te, motivo por el cual se ha optado por este programa.
7.3.1. Requisitos previos
Para la completa instalacio´n en Mac OS, los requisitos que se deben cumplir son:
Sistema operaitvo Mac OS X v10.9.0 o superior (Mavericks), OS X v10.8.0 o
superior (Mountain Lion) con un procesador Intel de 64-bit.
Apple Mac Pro 4.1 o superior; MacBook Pro 5.1 o superior; iMac 8.1 o su-
perior, Mac mini 3.1 o superior; MacBook Air 2.1 o superior; MacBook 5.1 o
superior.
Memoria RAM de 3GB, aunque el mı´nimo recomendado es 4096MB.
Espacio en disco de 2.5GB para la instalacio´n.
Se recomienda, adema´s, Apple Mouse, Apple Magic Mouse o Magic Track-
pad.
7.4. Licencia LaTeX y TeXmaker
Para llevar a cabo la edicio´n y el procesamiento del texto se ha utilizado el lenguaje
de programacio´n LaTeX. Para procesar los textos con mayor facilidad se ha utiliza-
do el programa de soporte TeXmaker debido a su interfaz y facilidad en el uso. Se
han elegido estos programas por su distribucio´n gratuita.
En este caso, los requisitos previos no se mencionara´n dado que so´lo necesitan
de un sistema operativo compatible.
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8. Presupuesto
El presupuesto estimado de este proyecto se ha desglosado en funcio´n de dife-
rentes para´metros, de manera que e´ste pueda servir como referencia para futuros
trabajos con caracterı´sticas similares. El total de los costes, con IVA incluido, se
desglosa de la siguiente manera:
Horas dedicadas al aprendizaje de programacio´n, dado que ha sido necesa-
rio indagar en ciertos aspectos del lenguaje Matlab para poder llevar a cabo
el disen˜o. Por otro lado, tambie´n ha sido necesario tiempo para aprender
lenguaje de programacio´n LaTeX para la elaboracio´n de la memoria.
Horas dedicas a la lectura y estudio de diferentes artı´culos referentes a en-
granajes y, ma´s concretamente, a bombas de engranajes externos. A todo
ello se debe sumar, tambie´n, las horas empleadas en lectura de libros y ma-
nuales sobre engranajes cilı´ndricos rectos.
Horas dedicadas a la programacio´n en Matlab.
Horas empleadas en el estudio de las ecuaciones y en los para´metros de
e´stas, ası´ como todo el tiempo empleado pensando soluciones a los proble-
mas que se presentaban dado la poca claridad del artı´culo de referencia.
Costes debidos a las licencias de software.
Costes derivados del consumo ele´ctrico.
Costes de movilidad derivados de los desplazamientos necesarios para llevar
a cabo las reuniones con el tutor del proyecto.
Costes de imprenta y encuadernacio´n.
Costes del material de oficina utilizado.
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Investigacio´n
Unidades Precio unitario Precio total
Documentacio´n y bu´squeda 15 h 20e/h ingeniero 300e
Lectura de artı´culos 40 h 20e/h ingeniero 800 e
Estudio previo 30 h 20e/h ingeniero 600 e
Disen˜o del programa 100 h 30e/h ingeniero 3000 e
Procesado de resultados 20 h 30e/h ingeniero 600 e
Redaccio´n de la memoria 25 h 20e/h ingeniero 500 e
Total 230 h 5800 e
Coste computacional
Unidades Precio unitario Precio total
Licencia Matlab 1 90 e/an˜o 90 e
Energı´a consumida (50W ) 230 0,13 e/kWh 1,50 e
Total 91,50e
Material e impresio´n
Unidades Precio unitario Precio total
Material de oficina 11,50 e
Impresio´n de la memoria 1 25 e 25e
Encuadernacio´n 1 12e 12e
CDs 2 2 e/ud 4 e
Total 52,50 e
Movilidad
Unidades Precio unitario Precio total
Desplazamientos 500 km 0,21 e/ km 105 e
TOTAL
Investigacio´n + Coste comp. + Material e impresio´n + Movilidad 6049 e
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9. Planificacio´n
Para llevar a cabo este proyecto, se ha llevado a cabo una planificacio´n a partir de
un diagrama de Gantt. Para ello se ha usado el software gratuito Gantt Project. La
























Referente al desarrollo del proyecto
Durante el desarrollo de este proyecto, el material utilizado no ha generado un gran
impacto ambiental. Se puede considerar como repercusio´n indirecta el consumo de
energı´a, bastante limitado al tratarse de un ordenador porta´til de bajo consumo. La
reduccio´n del consumo energe´tico disminuye las facturas de luz y mitiga el impacto
medioambiental de las emisiones de gases de efecto invernadero de las centrales
ele´ctricas.
En cuanto al material utilizado, solamente se ha usado material de oficina, del cual:
Los restos de papel y carto´n, ası´ como el pla´stico han sido depositadas en el
contenedor pertinente respectivamente, y sera´n gestionados por los servicios
municipales de recogida de escombros.
El to´ner de la impresora, una vez finalizado, ha sido depositado en la propia
escuela ETSEIAT en el contenedor especı´fico, para despue´s ser recogido por
la empresa pertinente.
Referente a las aplicaciones del proyecto
En este proyecto se ha llevado a cabo un estudio que pretende mejorar las pro-
piedades de las bombas de engranajes externos existentes y, por tanto, permitir
reducir el taman˜o de e´stas. Una reduccio´n de taman˜o, implicarı´a, por consiguiente,
un ahorro energe´tico y de materiales de manera directa que se verı´a simplemente
en la construccio´n de dichas bombas. Por otro lado, dicha reduccio´n de taman˜o,
en algunos de sus mu´ltiples usos permitirı´a reducir costes ligados a una reduccio´n
de peso y/o espacio.
Se tiene que tener en cuenta, tambie´n, que una mejor caracterizacio´n de este
tipo de bombas, ası´ como un conocimiento previo ma´s ajustado permitirı´a tambie´n
seguir el desarrollo que se pretende en cuanto a reduccio´n de ruidos.
Por lo tanto, se puede concluir que, la mejora de los engranajes contribuirı´a positi-
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vamente en el medio ambiente, teniendo una repercusio´n notable tanto a nivel de
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Anexo I: Co´digo Matlab diente
c l ea r a l l ;
c lose a l l ;
%%
va l = 0 ;
f o r x =0 :0 .65 /10 :0 .65
t i c
va l = va l +1;
xsave ( va l ) =x ;
ruedaenV =1; %1−rueda en V, 0−rueda a 0
%% Parametros de c l c u l o
deg r = p i /180 ; %Deg a rad
N = 1000; % Numero de puntos para
ca l cu los
N1 = 500;
%% Parmetros de entrada engranaje evolvente
z 0 = 12; % Nmero de d ien tes
m = 4 . 2 ; % Mdulo
press a = 20∗deg r ; % ngulo de pres in
%x = 0 . 0 ; % Coe f i c i en te de
desplazamiento
j = 0 .12 ; % Coe f i c i en te de juego r a d i a l
/ p ie d ien te
dis m = 53 .5 ; % Dis tanc ia ent re cent ros de
montaje
d i s 0 = m∗z 0 ;
b = 26; % Longi tud d ien te
r k = m∗z 0 /2+m; % Radio cabeza , de mecanizacin
a
%% Carac te rs t i cas engranaje
Z l = 2 / ( s in ( press a ) ) ˆ 2 ; %N l i m i t e de d ien tes
p = p i ∗m; % Paso
p b = p∗cos ( press a ) ; % Paso en base
Ev a = tan ( press a )−press a ; % Evolvente angulo de pres in
%% Engranaje en V
parB = 2∗(2∗x ) / ( 2∗ z 0 ) ; % parametro B
Ev av = parB∗ tan ( press a ) +Ev a ;
a v =0; Ev aux =0;
wh i le abs ( Ev aux−Ev av ) > 10e−4
a v = a v +0.0005;
Ev aux = tan ( a v )−a v ;
end
d i s c v = d i s 0 ∗ ( cos ( press a ) / cos ( a v ) ) ;
m v = m∗ d i s c v / d i s 0 ;
p v = m v∗ p i ;
Bv = d i s c v / d is 0 −1;
parK = z 0 ∗ ( parB−Bv ) ;
%% Rueda a cero
x min 0 = ( Zl−z 0 ) / Z l ; % Coe f i c i en te
desplazamiento minimo
R 0 = m∗z 0 / 2 ; % Radio p r i m i t i v o
Rb 0 = R 0∗cos ( press a ) ; % Radio base / d i r e c t o r a
Rc 0 = m∗ ( z 0 /2+1) ; % Radio cabeza
Rp 0 = Rc 0−m∗(2+ j ) ; % Radio p ie
ev a l = Ev a+ p i / ( 2∗ z 0 ) ; % Funcion evolvente
angulo l i m i t e
t o l = 10e−3; % Er ro r admi t ido par
aencontrar angulo l im . apuntamiento
a lpha l im = 0;
wh i le abs ( tan ( a lpha l im )−a lpha l im−ev a l ) > t o l
b
a lpha l im = a lpha l im + 10e−5; % ngulo l i m i t e de
apuntamiento
end
ev a l2 = tan ( a lpha l im )−a lpha l im ; % Comprobacin evolvente
Rl 0 = R 0∗cos ( press a ) / cos ( a lpha l im ) ; % Radio l i m i t e de
apuntamiento
e 0 = 2∗R 0 ∗ ( ev a l −( tan ( acos ( Rb 0 / R 0 ) )−(acos ( Rb 0 / R 0 ) ) ) ) ; %
Espesor p r i m i t i v o
ec 0 = 2∗Rc 0 ∗ ( ev a l −( tan ( acos ( Rb 0 / Rc 0 ) )−(acos ( Rb 0 / Rc 0 ) ) ) ) ;
%Espesor cabeza
eb 0 = 2∗Rb 0∗ ev a l ; % Espesor base
l2k1 0 = (2−1)∗p b+eb 0 ; % Longi tud ent re 2
d ien tes − d is . co rda l
l3k1 0 = (3−1)∗p b+eb 0 ; % Longi tud ent re 3
d ien tes − d is . co rda l
eps 0 = z 0 ∗ ( tan ( acos ( Rb 0 / Rc 0 ) )−tan ( press a ) ) / ( 2∗ p i ) ; %
Coe f i c i en te de engrane
%%RUeda en V
Rc V = m∗ ( z 0 /2+ x+1) ;
R V = m v∗0.5∗ z 0 ;
Rp V = Rc V−m∗(2+ j ) ;
Ev a l v = ( p i / ( 2∗ z 0 ) ) +2∗x / z 0∗ tan ( press a ) +Ev a ;
a l pha l im v = 0;
wh i le abs ( tan ( a l pha l im v )−a lpha l im v−Ev a l v ) > 10e−3
a lpha l im v = a lpha l im v + 10e−5; % ngulo l i m i t e de
apuntamiento
end
Rl v = R V∗cos ( press a ) / cos ( a l pha l im v ) ;
Ev a lv = tan ( a l pha l im v )−a lpha l im v ; % Comprobacion
e V = 2∗R 0∗Ev al v−Ev a ;
ec V = 2∗Rc V ∗ ( Ev a l v −( tan ( acos ( Rb 0 / Rc V ) )−(acos ( Rb 0 / Rc V ) ) ) ) ;
eb V = 2∗Rb 0∗Ev a l v ;
%% Modi f i ca los parmetros s i e l engranaje es en V
c
i f ruedaenV==1
R 0=R V ;
Rc 0=Rc V ;
Rp 0=Rp V ;
m = m v ;
end
%% Parmetros basic rack
c = 0; % Bottom clearance
h 0 =(−0.2454∗x ˆ3+0.9583∗xˆ2−0.3165∗x +0.9881)∗m v ;
% Distance bw cent re o f the round
edge and the p i t c h l i n e on the
basic rack
r 0 = m−h 0+c ; % Round edge rad ius o f
the basic rack
i f r 0 < 0
r 0 =0;
end
j n = 0 .12 ; % Normal backlash
%% Ro R
Theta = tan ( press a )−press a +( p i +4∗x∗ tan ( press a ) ) / ( 2∗ z 0 ) ; %
Evolvente de l angulo l i m i t e de apuntamiento
u = ( p i +4∗x∗ tan ( press a ) ) / ( 2∗ z 0 ) +( h 0∗ tan ( press a ) ) / R 0+ r 0 / (
R 0∗cos ( press a ) ) + j n / ( R 0∗cos ( press a ) ) ; % Angulo OO’ ( f i g 5
Nagamura )
i =0;
eps i l on =1e−3;
eps i lon2 =1e−3;




%% % % % % % % % % % %Sirve para encont rar e l ngulo de i n t e r s e c c i n ent re
rad io cabeza − evolvente % % % % % % % % % %
whi le abs ( Mod 1−Mod 2 ) > eps i l on && abs ( Rc 0∗cos ( ps i )−K( z ) ) >
eps i lon2
t he ta k = t he ta k +1e−6;
K( z ) = ( s in ( t he ta k )−t h e t a k ∗cos ( t h e t a k ) ) ∗Rb 0∗ s in ( Theta ) +(
cos ( t h e t a k ) + th e ta k ∗ s in ( t he ta k ) ) ∗Rb 0∗cos ( Theta ) ;
J ( z ) = −(( s in ( t he ta k )−t he ta k ∗cos ( t h e t a k ) ) ∗Rb 0∗cos ( Theta )−(
cos ( t h e t a k ) + th e ta k ∗ s in ( t he ta k ) ) ∗Rb 0∗ s in ( Theta ) ) ;
Mod 1= Rc 0 ;
Mod 2= K( z ) ˆ2+J ( z ) ˆ 2 ;
ps i=as in ( J ( z ) / Rc 0 ) ;
end
%%
f o r angle= p i /2:− ps i /N1 : p i /2− ps i
i = i +1;
Y( i ) =Rc 0∗cos ( angle−p i / 2 ) ;
X( i ) =Rc 0∗ s in ( ps i ) ∗ ( i −1) /N1 ;
end
%%
%% % % % % % % % % % %Sirve para encont rar e l ngulo de i n t e r s e c c i n ent re
evolvente − t r oco ide % % % % % % % % %
the ta k2 =0;
eps i lon3 =1e−1;
Mod 3=0; z =0;
wh i le abs ( Mod 3−Rb 0 ˆ 2 ) > eps i lon3
e
z=z +1;
the ta k2 = the ta k2 + 1e−5;
K( z ) = ( s in ( the ta k2 )−t he ta k2 ∗cos ( the ta k2 ) ) ∗Rb 0∗ s in ( Theta )
+( cos ( the ta k2 ) + the ta k2 ∗ s in ( the ta k2 ) ) ∗Rb 0∗cos ( Theta ) ;
J ( z ) = −(( s in ( the ta k2 )−t he ta k2 ∗cos ( the ta k2 ) ) ∗Rb 0∗cos ( Theta
)−(cos ( the ta k2 ) + the ta k2 ∗ s in ( the ta k2 ) ) ∗Rb 0∗ s in ( Theta ) ) ;
Mod 3 ( z ) = K( z ) ˆ2+J ( z ) ˆ 2 ;
end
t h e t a r e f 2 = the ta k2 ;
%%
t h e t a r e f = t he ta k ;
f o r t h e t a i = t h e t a r e f :−( p i / 2 ) /N: t h e t a r e f 2
i = i +1;
X( i ) = −(( s in ( t h e t a i )− t h e t a i ∗cos ( t h e t a i ) ) ∗Rb 0∗cos ( Theta )−(
cos ( t h e t a i ) + t h e t a i ∗ s in ( t h e t a i ) ) ∗Rb 0∗ s in ( Theta ) ) ;
Y( i ) = ( s in ( t h e t a i )− t h e t a i ∗cos ( t h e t a i ) ) ∗Rb 0∗ s in ( Theta ) +(
cos ( t h e t a i ) + t h e t a i ∗ s in ( t h e t a i ) ) ∗Rb 0∗cos ( Theta ) ;
end
aux= i ;
chi max= u − atan (X( aux ) /Y( aux ) ) ;
%%
%% % % % % % % % % % %Sirve para encont rar e l ngulo de i n t e r s e c c i n ent re
evolvente − t r oco ide % % % % % % % % % % % % % % % % %
c h i k =0;
eps i lon3 =1e−1;
Mod 4=0; z =0;
k =0;
wh i le abs ( Mod 4−Rb 0 ˆ 2 ) > eps i lon3
z=z +1;
c h i k = c h i k + 1e−5;
XX( z ) = ( R 0−h 0 ) ∗ s in ( c h i k +u )−R 0∗ c h i k ∗cos ( c h i k +u )−(R 0∗
c h i k ∗ s in ( c h i k +u ) +h 0∗ s in ( c h i k +u ) ) ∗ r 0 / ( s q r t ( h 0 ˆ2+R 0 ˆ2∗
f
c h i k ˆ 2 ) ) ;
YY( z ) = ( R 0−h 0 ) ∗cos ( c h i k +u ) +R 0∗ c h i k ∗ s in ( c h i k +u ) +(R 0∗
c h i k ∗ s in ( c h i k +u )−h 0∗ s in ( c h i k +u ) ) ∗ r 0 / ( s q r t ( h 0 ˆ2+R 0 ˆ2∗
c h i k ˆ 2 ) ) ;
Mod 4 ( z ) = XX( z ) ˆ2+YY( z ) ˆ 2 ;
end
c h i i = c h i k ;
%%
f o r ch i= c h i i :−( p i / 2 ) /N:0
i = i +1;
X( i ) = ( R 0−h 0 ) ∗ s in ( ch i+u )−R 0∗ ch i ∗cos ( ch i+u )−(R 0∗ ch i ∗ s in (
ch i+u ) +h 0∗ s in ( ch i+u ) ) ∗ r 0 / ( s q r t ( h 0 ˆ2+R 0 ˆ2∗ ch i ˆ 2 ) ) ;
Y( i ) = ( R 0−h 0 ) ∗cos ( ch i+u ) +R 0∗ ch i ∗ s in ( ch i+u ) +(R 0∗ ch i ∗ s in (
ch i+u )−h 0∗ s in ( ch i+u ) ) ∗ r 0 / ( s q r t ( h 0 ˆ2+R 0 ˆ2∗ ch i ˆ 2 ) ) ;
end
Xtop = X( i ) ;
Ytop = Y( i ) ;
R d = s q r t ( Xtop ˆ2+ Ytop ˆ 2 ) ;
Xd = Rp 0∗ s in ( p i / z 0 ) ;
Yd = Rp 0∗cos ( p i / z 0 ) ;
wh i le X( i ) < Xd
i = i +1;
X( i ) = X( i −1) + .01 ;
ang = as in (X( i ) / ( R d ) ) ;




f o r a =0 :1 : par−1
X( i +a )=−X( i−a ) ;
Y( i +a ) = Y( i−a ) ;
end
f o r zz =1 :1 : par∗2−1
Poin ts ( zz , 1)=X( zz ) ;
Po in ts ( zz , 2)=Y( zz ) ;
end
p l o t (X,Y)
x l a b e l ( ’X [mm] ’ )
y l a b e l ( ’Y [mm] ’ )
Xd = Rp 0∗ s in ( p i / z 0 ) ;
Yd = Rp 0∗cos ( p i / z 0 ) ;
%% Calculo de F
%I n t e g r a l
i n t ( va l ) =0;
f o r i =2 :1 : par
i n t e g r a l ( i ) = ( (Y( i ) +Y( i −1) ) /2−Yd) ∗ (X( i )−X( i −1) ) ;
i n t ( va l ) = i n t ( va l ) + i n t e g r a l ( i ) ;
end
h
A( va l ) = ( p i ∗ Rc 0 ˆ 2 ) / (2∗ z 0 ) ;
B( va l ) = Xd∗Yd / 2 ;
F ( va l ) = 2 ∗ (A( va l ) − B( va l ) − i n t ( va l ) ) ;
Vf ( va l ) = F( va l ) ∗ z 0 ∗ 2 ∗ b ;
toc
end
p l o t ( xsave , Vf )
Vmonika = b∗ p i ∗ ( Rc 0 ˆ2+Rc 0ˆ2−2∗(m/2∗ z 0 ) ˆ2−(1+1)∗p b ˆ2 /12∗1 .2 ) ;
i
Anexo II: Co´digo Matlab trocoide
%%PROFILE GENERATION
c lea r a l l ;
c lose a l l ;
%% P e r f i l t r o c o i d a l
e = 0 . 4 ; % Excen t r i c idad
Z = 9; % Nmero de d ien tes
r2 = 4 . 5 ; % Radio
N = 1000; % Nmero de puntos para d i b u j a r
S = 0 . 0 ; % Radio c i r c . co r rec to ra
S2=−0.4; S3=0.4 ; S4=0.8 ;
i = 0 ; k = 0 ;
f o r z =0 :1 :Z
f o r j =0: (2∗ p i /N) :2∗ p i
i = i +1;
ch i ( i ) = i ∗ (2∗ p i /N) ;
alpha ( i ) =ch i ( i ) / Z ;
x ( i ) =e∗cos ( ch i ( i ) ) +r2 ∗cos ( alpha ( i ) )−S∗ (Z∗e∗cos ( ch i ( i ) ) +r2 ∗cos (
alpha ( i ) ) ) / ( s q r t ( ( Z ˆ 2 ) ∗ ( e ˆ 2 ) +( r2 ˆ 2 ) +2∗Z∗e∗ r2 ∗cos ( ( Z−1)∗alpha ( i )
) ) ) ;
y ( i ) =e∗ s in ( ch i ( i ) ) +r2 ∗ s in ( alpha ( i ) )−S∗ (Z∗e∗ s in ( ch i ( i ) ) +r2 ∗ s in (
alpha ( i ) ) ) / ( s q r t ( ( Z ˆ 2 ) ∗ ( e ˆ 2 ) +( r2 ˆ 2 ) +2∗Z∗e∗ r2 ∗cos ( ( Z−1)∗alpha ( i )
a
) ) ) ;
xx ( i ) =e∗cos ( ch i ( i ) ) +r2 ∗cos ( alpha ( i ) )−S2∗ (Z∗e∗cos ( ch i ( i ) ) +r2 ∗cos (
alpha ( i ) ) ) / ( s q r t ( ( Z ˆ 2 ) ∗ ( e ˆ 2 ) +( r2 ˆ 2 ) +2∗Z∗e∗ r2 ∗cos ( ( Z−1)∗alpha ( i )
) ) ) ;
yy ( i ) =e∗ s in ( ch i ( i ) ) +r2 ∗ s in ( alpha ( i ) )−S2∗ (Z∗e∗ s in ( ch i ( i ) ) +r2 ∗ s in (
alpha ( i ) ) ) / ( s q r t ( ( Z ˆ 2 ) ∗ ( e ˆ 2 ) +( r2 ˆ 2 ) +2∗Z∗e∗ r2 ∗cos ( ( Z−1)∗alpha ( i )
) ) ) ;
xxx ( i ) =e∗cos ( ch i ( i ) ) +r2 ∗cos ( alpha ( i ) )−S3∗ (Z∗e∗cos ( ch i ( i ) ) +r2 ∗cos (
alpha ( i ) ) ) / ( s q r t ( ( Z ˆ 2 ) ∗ ( e ˆ 2 ) +( r2 ˆ 2 ) +2∗Z∗e∗ r2 ∗cos ( ( Z−1)∗alpha ( i )
) ) ) ;
yyy ( i ) =e∗ s in ( ch i ( i ) ) +r2 ∗ s in ( alpha ( i ) )−S3∗ (Z∗e∗ s in ( ch i ( i ) ) +r2 ∗ s in (
alpha ( i ) ) ) / ( s q r t ( ( Z ˆ 2 ) ∗ ( e ˆ 2 ) +( r2 ˆ 2 ) +2∗Z∗e∗ r2 ∗cos ( ( Z−1)∗alpha ( i )
) ) ) ;
xxxx ( i ) =e∗cos ( ch i ( i ) ) +r2 ∗cos ( alpha ( i ) )−S4∗ (Z∗e∗cos ( ch i ( i ) ) +r2 ∗cos (
alpha ( i ) ) ) / ( s q r t ( ( Z ˆ 2 ) ∗ ( e ˆ 2 ) +( r2 ˆ 2 ) +2∗Z∗e∗ r2 ∗cos ( ( Z−1)∗alpha ( i )
) ) ) ;
yyyy ( i ) =e∗ s in ( ch i ( i ) ) +r2 ∗ s in ( alpha ( i ) )−S4∗ (Z∗e∗ s in ( ch i ( i ) ) +r2 ∗ s in (
alpha ( i ) ) ) / ( s q r t ( ( Z ˆ 2 ) ∗ ( e ˆ 2 ) +( r2 ˆ 2 ) +2∗Z∗e∗ r2 ∗cos ( ( Z−1)∗alpha ( i )
) ) ) ;
end
end
f i g u r e ( 1 )
p l o t ( x , y , xx , yy , xxx , yyy , xxxx , yyyy )
legend ( ’S=0 ’ , ’S=−0.4 ’ , ’S=0.4 ’ , ’S=0.8 ’ )
%% P e r f i l envolvente
z =0; j =0;
b
f o r beta =0:(10∗ p i /N) :2∗ p i
f o r z =0 :1 :Z
f o r j =0: (2∗ p i /N) :2∗ p i
k=k +1;
ch i ( k ) =k ∗ (2∗ p i /N) ;
alpha ( k ) =ch i ( k ) / Z ;
x e ( k ) =e∗cos ( beta ) +e∗cos ( ch i ( k )−beta / ( Z−1) ) +r2 ∗cos ( alpha ( k )−beta / (
Z−1) ) ;





f i g u r e ( 2 )
p l o t ( x e , y e )
%% P e r f i l envolvente t e o r i c o
i =0; z =0; j =0;
f o r var =0: (2∗ p i /N) :2∗ p i
i = i +1;
nu ( i ) =var ;
% i f l i m i n f < nu ( i ) && nu ( i ) < l im sup
x t ( i ) =r2 ∗cos (2∗nu ( i ) )−(Z∗e ˆ 2 / r2 ) ∗ s in (2∗Z∗nu ( i ) ) ∗ s in (2∗nu ( i ) ) +2∗e
∗(1−((Z∗e / r2 ) ˆ 2 ) ∗ ( s in (Z∗nu ( i ) ) ) ˆ 2 ) ˆ . 5∗ cos (2∗nu ( i ) ) ∗cos (Z∗nu ( i ) )
c
;y t ( i ) =r2 ∗ s in (2∗nu ( i ) ) +(Z∗e ˆ 2 / r2 ) ∗ s in (2∗Z∗nu ( i ) ) ∗cos (2∗nu ( i ) ) +2∗e
∗(1−((Z∗e / r2 ) ˆ 2 ) ∗ ( s in (Z∗nu ( i ) ) ) ˆ 2 ) ˆ . 5∗ s in (2∗nu ( i ) ) ∗cos (Z∗nu ( i ) )
;
modul ( i ) =( x t ( i ) ) ˆ2+( y t ( i ) ) ˆ 2 ;
end
choice=menu( ’ Escu l l e l t i p u s de p e r f i l evo lvent : ’ , ’ E x t e r i o r ’ , ’
I n t e r i o r ’ )
se l = [1 , 2 ] ;
as=se l ( choice ) ;
i f as == 2
f o r i =1 :1 :N/2+1
i f modul ( i ) < modul ( i +N/ 2 )
x t ( i +N/ 2 ) = x t ( i ) ;
y t ( i +N/ 2 ) = y t ( i ) ;
e lse
x t ( i ) = x t ( i +N/ 2 ) ;
y t ( i ) = y t ( i +N/ 2 ) ;
end
end
e l s e i f as == 1
f o r i =1 :1 :N/2
i f modul ( i ) > modul ( i +N/ 2 )
x t ( i +N/ 2 ) = x t ( i ) ;
y t ( i +N/ 2 ) = y t ( i ) ;
e lse
x t ( i ) = x t ( i +N/ 2 ) ;





as= inpu t ( ’ Choose between e x t e r i o r ( 1 ) and i n t e r i o r ( 2 ) ’ ) ;
end
f i g u r e ( 3 )
p l o t ( x t , y t )
g r i d ( ’ on ’ )
%
% f i g u r e ( 4 )
% p l o t ( x , y , ’ b ’ , x t , y t , ’ r ’ )
e
